
Książka  s ta n o w i w p ro w a d ze n ie  do now ocze sne j i ważnej 
p rob lem atyk i ro zpoznaw an ia  ob razów . P rze d sta w io n o  w  niej 
za ró w n o  teo re tyczne  a spek ty  k ilkunastu  m etod  ro zp o zn a w a ­
nia, jak i liczne  p raktyczne  przykłady. Podane  a lgo ry tm y  
o b lic ze n io w e  u łatw ia ją  w yko rzy sta n ie  o m aw ia n ych  m etod 
rozpoznaw an ia , a u jedno licona  form alizacja  op isu  ty ch  m etod 
i za p ro p on o w an a  k lasyfikacja  pozw a la ją  na ła tw ą  orientację  
w  rozm a itych  podejściach, zw yk le  o p isy w a n yc h  w  literaturze 
o so b n o  i bez m o ż liw o śc i ich w za jem nego  po rów nan ia .

K siążka  p rzeznaczona  jest d la s tu d e n tó w  in fo rm atyki, a u ­
tom atyk i, robo tyk i i e lektron ik i, a także d la n a u k o w c ó w  
i in żyn ie ró w  in te resu jących  się  m etodam i ro zpoznaw an ia  
ob razów .
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1. W P R O W A D Z E N I E

T e o r ia  ro z p o z n a w a n ia  ob razów  ro zw in ę ła  się n a  świecie w raz  z b a d an ia m i 
z w iązan y m i ze s z tu c zn ą  in te ligencją .  J e s t  to  now a  g a łąź  in fo rm a ty k i ,  b u ­
d z ąc a  wiele nad z ie i  i jeszcze  więcej kontrow ersji .  Z asad n icza  idea  b a d a ń  
nad  s z tu c z n ą  in te l ig en c ją  sp ro w ad z a  się d o  tego, by za  p o m o c ą  u rząd zeń  
a u to m a ty c z n y c h  (g łów n ie  k o m p u te ró w )  uzyskiw ać d z ia ła n ia  m aszy n  p o ­
d o b n e  d o  ty ch ,  j a k ie  rea lizu je  człowiek za  p o m o c ą  swojej in te ligencji.  Z a­
kres d z ia ła ń  sp ec ja l is tó w  o d  sz tu czn e j inte ligencji zm ien ia  się w raz  z roz­
wojem  in fo rm a ty k i ,  gdyż  a k tu a ln ie  wiele z ad a ń  -  d o  n ie d aw n a  uw ażanych  
za  b ezw aru n k o w o  w y m a g a ją c e  in te ligencji -  zdew aluow ało  się n a  sk u tek  
rozwoju tech n ik i .  W y n ik a  to  z b ra k u  precyzji ok reś len ia  in te l igenc ja , k tó re  
-  choć n a  p ozó r  o czy w is te  -  sp ra w ia  k ło p o ty  p rzy  p róbach  tak ieg o  zdefinio­
w an ia , by def in ic ja  n a d a w a ła  się zarów no  d o  oceny osobowości okreś lonego  
człow ieka, j a k  i d o  o p isu  d z ia ła n ia  p ro g ram u  kom pute row ego .

Przykład. W szkole za inteligentnego uważa się ucznia, który szybko i trwale 
zapam iętuje  podawane wiadomości. Jednak w odniesieniu do systemów technicz­
nych kryterium takie nie daje się zastosować, gdyż komputerowe bazy i banki 
danych zdolne są do trwałego i szybkiego zapamiętywania milionów informacji 

a mimo to ich g łupo ta  doprowadza do łez wielu użytkowników. Tak więc inte­
ligencja ucznia i „inteligencja” kom putera -  to najwyraźniej dwie różne rzeczy. 
Podobnie zawodne bywają kryteria  przywiązywane zwyczajowo do określonych 
zawodów lub rodzajów pracy. Przykładowo, kadrę urzędniczą zwyczajowo nazywa 
się inteligencją pracującą, a tymczasem programy zastępujące pracę urzędnika -  
na przykład systemy przetwarzania danych pełniące funkcje podobne do księgo­
wej w banku -  uchodzą za najprostsze i najbardziej prymitywne ze wszystkich 
programów. Nie wystarczy także odwoływać się do sformułowań na tem at pracy 
„twórczej” i „nietwórczej” , gdyż komputerowe programy wspomagające twór­
czość inżynierską (tzw. CA D), a  nawet komponujące muzykę lub kreujące dzieła 
plastyczne -  nie są  zaliczane do sztucznej inteligencji. Przykłady można mno­
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żyć, odkryw ając  naw et swoistą hipokryzję w naszych ocenach, k tóre  są bardziej 
liberalne w odniesieniu do ludzi, niż w s tosunku do komputerów. Rozważmy 
zagadnienie  m odnych osta tn io  gier komputerowych. Jeśli człowiek błyskotliwie 
wygrywa pa r t ię  szachową, to  jesteśm y skłonni przypisać mu inteligencję -  ba 
naw et mówi się niekiedy o  geniuszu! A tym czasem gdy prosty program  funk­
cjonujący na  dom ow ym  kom puterze  ogryw a nas raz po raz -  odm aw iam y mu 
inteligencji.

J a k  z tego  w ynika, o b sza r  sz tucznej inteligencji m a  bardzo  s ła b o  w y ty ­
czone g ran ice , a  n iek tó re  k lasyczne  zag ad n ien ia  sztucznej inteligencji s p a ­
d a ją  do p o z io m u  zad ań  szkolnych. N a  p rzy k ład  często  w y m ien ian a  we wcze­
snych p racach  z tej dz iedziny  łam ig łów ka  o  nazw ie wieże H anoi, k a m ień  
probierczy  wielu p ro g ram ó w  sztucznej inteligencji, da je  się dziś rozw ią­
zać za p o m o c ą  p ro g ram u  zaw iera jącego kilka linijek nap isanych  w języ k u  
L O G O , u ż y w an y m  w szkołach  podstaw ow ych . J ed n a k  d la  wszystkich spe­
c ja lis tów  za jm u jący ch  się s z tu c z n ą  in te ligencją  je d n o  nie u lega wątpliwości: 
z a g a d n ie n ia  ro zp o zn aw an ia  s ą  nada l je d n y m  z cen tra lnych  problem ów  tej 
dziedziny.

P o lska  n a zw a  rozpoznawanie  obrazów  n iezbyt p recyzyjn ie  odw zorow uje  
zak res  te m a ty c z n y  o m aw ian eg o  z a g a d n ie n ia ( ł ) i z tego pow odu w y m ag a  
pew nego k o m e n ta rza .  Pojęcie obraz  zazwyczaj dość jednoznaczn ie  kojarzy 
się z d w u w y m ia ro w ą  i lu s tra c ją  (rys. 1 . 1) lub z t ró jw ym iarow ą  sceną, n a to ­
m ia s t  w’ nazw ie  d y sk u to w an e j  w książce dziedziny n au k i  m usi być t r a k to ­
w ane  znaczn ie  szerzej.

P r z y k ł a d .  O brazem  podlegającym  rozpoznawaniu może być zarówno li­
te ra  rękopisu lub odcisk palca, ja k  i s tan  pacjenta  poddaw anego postępow a­
niu d iagnostycznem u, a także sygnał mowy (rys. 1.2), przebieg elektrokardio- 
g ram u  (rys. 1.3) lub geofizyczny opis odw iertu  złoża roponośnego. Przykładów 
jes t  zresztą  bez liku: opis dz ia łan ia  hydrauliki podwozia może być trak tow any 
jako  obiekt w zadaniu , w k tó rym  obrazam i są  decyzje o dopuszczeniu samolotu 
do  kolejnego s ta r tu  lub o skierowaniu go do rem ontu. S tan powierzchni chwy­
tanego de ta lu  może być obrazem  dla systemu sensorycznego robo ta  sortującego 
elementy na taśm ie montażowej. Zbiór param etrów  ekonomicznych opisujących 
gospodarkę  przedsięb iorstw a może być rozpatryw any jako opis pewnego obiektu,

(*) Z naczn ie  k o rzy stn ie jszy  je s t ,  pow szechnie używ any w lite ra tu rz e  do tyczącej ro z ­
p o zn aw an ia , ang lo języczny  te rm in  p a l t t r n  rccognit ion,  oznacza jący  rozpoznaw anie  
w zorców .
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Rys. 1.1. W prow adzony  do  ko m p u te ra  obraz może być rozważany jako  podle­
gający rozpoznaw aniu  obiekt. Jednak  w dziedzinie rozpoznawania obrazów nie 
tylko tak ie  ob razy  s ą  rozw ażane

co pozw ala na  a u to m a ty c zn e  zaliczenie go do obrazu zakładów rozwojowych, w ar­
tych inw estow ania  lub sto jących  na  progu bankructw a.

O góln ie  w z a d a n iu  ro z p o z n a w a n ia  obrazów  chodzi o rozpoznawanie  
przyna leżnośc i  rozmaitego typu obiektów  ( lub zjawisk) do pewnych k las . 
R o zp o zn aw an ie  to  m a  być p ro w ad zo n e  w sy tu ac j i  braku apr ioryczne j  in ­
fo r m a c j i  n a  t e m a t  regu ł p rzyna leżnośc i ob iek tów  do  poszczególnych klas, 
a  j e d y n a  in fo rm a c ja  m o ż liw a  do  w y k o rz y s tan ia  przez a lg o ry tm  lub  m a ­
szynę ro z p o z n a ją c ą  j e s t  z a w a r ta  w ciągu uc zącym ,  z łożonym  z o b iek tów , 
d la  k tó ry ch  z n a n a  j e s t  p ra w id ło w a  klasyfikacja.
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Rys. 1.2. Rozpoznawanymi obiektami mogą być wypowiedzi w języku na tura l­
nym. Na rysunku widoczne jest widmo amplitudowo-częstotliwościowo-czasowe 
wyrazu ¿erce. Zapis taki jest rozpoznawanym obiektem, zaś obrazem jest ogół 
wszystkich wypowiedzi tego wyrazu -  niezależnie od tego, jakim głosem zostały 
wypowiedziane i bez względu na warunki nagrania

P r z y k ł a d .  W  większości zadań automatyzacji diagnostyki medycznej (czę­
s to  rozważanych jako typowe zastosowanie rozpoznawania obrazów) punktem  
wyjścia do prowadzonych rozważań są kartoteki szpitalne. Zawierają one histo­
rie choroby wielu pacjentów, d la których właściwe diagnozy są  (ex post) dobrze 
znane: wiadomo bowiem, ja k  tych pacjentów leczono i czym się to  skończyło . . .

Z teore tycznego  p u n k tu  w idzenia  fak t  b raku  apriorycznej wiedzy n a  
t e m a t  a lg o ry tm u  rozpoznaw an ia  powoduje, że zadan ie  rozpoznaw ania  ob-
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Rys. 1.3. P rzy k ład e m  obiektu  podlegającego rozpoznaw aniu  może być pokazany 
na ry sunku  e lek trokard iogram . Obiekt  tak i może być zakwalifikowany do o b ra ­
zów: zapis prawidłowy, niedotlenienie komór, stan przedzawałowy  itp.

razów  j e s t  i s to tn ie  in te re su jące :  m a sz y n a  p o w in n a  uczyć  się ro zp o zn aw an ia  
n a  p o d s ta w ie  p rz e d s taw io n y ch  p rzy k ład ó w . Z asad n iczy m  e lem en te m  tego 
u czen ia  j e s t  uogó ln ian ie : k o m p u te r  o t rz y m u je  p rz y k ła d y  ty lko  n iektórych  
o b iek tó w  (n a leżący ch  d o  c iągu  uczącego), n a to m ia s t  orzekać m usi (w czasie 
ro z p o z n aw a n ia )  o wszystk ich .  Z te g o  p o w o d u  ro zp o zn aw an ie  ob razów  je s t  
p o l ig o n e m , n a  k tó r y m  p o w s ta ją  m e to d y  p rzek azy w an ia  u rz ą d zen io m  a u to ­
m a ty c z n y m  w szys tk ich  tych  m ożliwości i u m ie ję tn o śc i,  k tó ry m i  człowiek 
d y sp o n u je  bez  in tro sp e k ty w n e j  św iadom ośc i i w iedzy j a k  to się robi. O  ile 
b ow iem  p rzek azan ie  m a szy n ie  um ie ję tnośc i liczenia  lub logicznego w nio­
sk o w an ia  łączy  się z w y k o rz y s tan ie m  znanych  algorytmów  tych czynności, 
o ty le  liczne inne  u m ie ję tn o śc i  człow ieka, w ty m  um ie ję tnośc i ro z p o zn aw a­
nia , b azo w ać  m u s z ą  n a  p rez en ta c j i  pokazów , gdyż a lg o ry tm  je s t  n ieznany. 
J a k  w sp o m n ia n o ,  konieczność  b azo w an ia  p rzy  ro zp o zn aw an iu  n a  uogólnia-
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m u  dośw iadczeń  zeb ranych  w pos tac i  ciągu uczącego pow oduje , że dzie­
d z in a  ro zp o z n aw a n ia  j e s t  b a rd zo  a tra k c y jn a  z teore tycznego  p u n k tu  wi­
dzen ia . Rów nocześnie  j e d n a k  fak t  ten  pow oduje  bardzo  duże kom plikacje 
p ra k ty czn e  i sp raw ia , że zas to sow an ia  rozw iniętych ju ż  teorii s ą  nieliczne, 
a  efekty  uży tkow e -  wciąż ograniczone.

O b iek ty  pod lega jące  rozpoznaw an iu  m o g ą  mieć różny ch arak te r .  K ilka 
p rzy k ład ó w  ju ż  w ym ien iono , n a to m ia s t  dalsze prezentow ane s ą  w kolej­
nych rozdz ia łach . Zuni f ikowane  podejście  do m e to d  rozpoznaw an ia  je s t  
m ożliw e dzięki te m u ,  że ja k o  w stępny e tap  procesu w ym ien ia  się p o m ia r  
cech opisujących rozpoznawane obiekty , zaś dalsze postępow anie  po lega  n a  
an a lizow an iu  tych cech.

P r z y k ł a d .  A utom atyczne  rozpoznawanie sygnału K T G , będącego zapisem 
elektrycznej aktywności serca płodu w czasie porodu, prowadzone je s t  zwykle na 
podstaw ie  oceny jego am plitudy  w specjalnie wybranych pasmach częstotliwości. 
W artości tych am plitud  s tanow ią  zatem  c e c h y  przy rozpoznawaniu K T G , a ich 
pom iar je s t  pierwszym e tap em  procesu rozpoznawania.

W y d o b y w an e  cechy s ą  uzależnione o d  rodza ju  rozpoznaw anych obiek­
tów , s ą  więc zależne od  konkre tnego  z ad an ia  i nie m o g ą  być w ybrane  raz  
na zawsze.

P r z y k ł a d .  Podczas rozpoznaw ania mowy cechami są  param etry  akustyczne 
analizowanego sygnału: lokalizacja i czasowa zmienność tak  zwanych formantów 
(częstotliwości rezonansowych w narządach mowy) oraz wartości momentów wid­
mowych. Cechy te , bardzo skuteczne przy rozpoznawaniu mowy, są  całkowicie 
nieprzydatne  przy rozpoznawaniu innych sygnałów -  nawet podobnych do mowy 
sygnałów dźwiękowych (np. w wibroakustycznej diagnostyce maszyn).

P o  określen iu  cech m a m y  je d n a k  sy tuac ję  jed n ak o w ą  d la  wszystkich za­
d a ń  rozpoznaw an ia :  o b iek t  (dowolny) je s t  op isany zbiorem  w artości swoich 
cech i n a  ty m  zbiorze w artości m o ż n a  dokonyw ać obliczeń w celu pod jęc ia  
decyzji o  p rzynależności o b iek tu  do  określonej klasy. T eoria  rozpoznaw a­
n ia  obrazów  d o s ta rcz a  licznych m e to d  p o de jm ow an ia  decyzji n a  p odstaw ie  
określonych zestawów cech, nie da je  n a to m ia s t  po d s taw  do  racjonalizacji 
w yboru  sam y ch  cech, k tó ry  pozosta je  n a  ogół d o m en ą  in tu ic ji  k o n s tru k ­
to ra ,  tw orzącego u rządzen ie  lub a lg o ry tm  do rozpoznaw ania . F ak t  ten  n a ­
leży brać  p od  uw agę przy  wszelkich p róbach  oceny m e to d  rozpoznaw ania , 
gdyż  w p ro w ad za  on e lem en t arbitralności  do porządn ie  (w innych p u n k ­
tach )  sform alizow anej teorii.
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P r z y k ł a d .  W szczególnie często rozważanym zadaniu autom atycznego roz­
poznawania pisanych tekstów (dokładniej -  liter i cyfr pisanych ręcznie lub m a­
szynowo) opisuje się w litera turze kilkanaście alternatywnych zestawów cech, 
gwarantujących poprawne rozpoznawanie. Cechy te opisują kształty liter lub 
ich rzutów, rozmieszczenie punktów informatywnych (skrzyżowań, rozgałęzień 
i zakończeń linii), topologię zamkniętych i otwartych fragmentów konturów, 
obecność lub brak  linii o określonym nachyleniu w określonych ćwiartkach pro­
stokąta  opisanego na  rozpoznawanym znaku itp. G ranicą poszukiwań jest tu 
jedynie limit wyobraźni twórców nowych m etod, zaś ogromne zapotrzebowanie 
na układy O C R (2) powoduje, że stale patentowane są nowe pomysły.

W a r to  d o d a ć ,  że k iedy  cechy s ą  ju ż  w y b ra n e  (w y ty p o w a n e ) ,  wówczas 
m o g ą  być  p r z e d m io te m  oceny  i w a r to śc io w a n ia  z p u n k tu  w id zen ia  ich p rz y ­
d a tn o śc i  w p ro ces ie  ro z p o z n a w a n ia .  I s tn ie ją  i s ą  o p isan e  w l i te ra tu rz e  liczne 
m e to d y  selekcji in fo rm ac ji  w s y s te m a c h  ro zp o zn a jący ch ;  częs to  z re sz tą  ten 
e t a p  o cen y  i w a r to śc io w a n ia  s ta n o w i n a j is to tn ie jszy  p ra k ty c zn ie  e fek t za ­
s to so w a n ia  m e to d  ro z p o z n a w a n ia .  J e d n a k  t a k a  a n a l iz a  i selekcja  m ożliw a  
je s t  je d y n ie  ex p o s t , k iedy  ja k ie ś  cechy w stępn ie  z ap ro p o n o w a n o ,  a  p o te m  
p o d d a n o  w eryfikacji .  B ra k  n a to m ia s t ,  co w a r to  p o dk reś lić ,  m e to d  k re a ­
ty w n y c h ,  p o z w a la ją cy c h  n a  a u to m a ty c z n e  w ygenerow an ie  propozycji  cech. 
P ro p o zy c je  ta k ie  m u s z ą  zaw sze pochodzić  o d  człowieka, znaw cy  specyfiki 
k o n k re tn e g o  zas to so w an ia .

P rzykład. Pomysłodawcą przy wyborze cech dla rozpoznawania odcisków 
palców musi być doświadczony daktyloskop, zaś cechy, na których m a się opierać 
au tom atyczne diagnozowanie raka trzustki musi podać wytrawny internista. Nie­
powodzenia opisywanych w literaturze prób stosowania metod automatycznego 
rozpoznawania obrazów do lokalizacji złóż roponośnych spowodowane były, jak 
się wydaje, faktem nieobecności wśród cybernetyków i informatyków opracowu­
jących m etodę -  przynajmniej jednego geologa.

N iek iedy  m oż liw e  i celowe j e s t  t ra n s fo rm o w a n ie  je d n y c h  cech (o p isu ją ­
cych ro z p o z n a w a n e  o b ie k ty )  w inne , m ożliw e do  o b liczen ia  n a  p o d s ta w ie  
o k reś lonych  reg u ł  t r a n s f o r m a c j i  c e c h .  Nowe cechy m o g ą  p o zw alać  n a  ła ­
tw ie jsze  ro z p o z n a w a n ie  o b ra z ó w  i ten  fa k t  d ecy d u je  zazw yczaj o ich użyciu . 
J e d n a k  re g u ły  t r a n s fo rm a c j i  w y k ry te  p r zy  okazji  d ą że n ia  d o  o p ty m a liz ac j i  
p rocesu  ro z p o z n a w a n ia  p o z w a la ją  n a  ogół w zbogac ić  w iedzę o rozpoznaw a-

(2 ) O p tic a l  C h a ra c te r  R e a d e r  (o p ty c z n y  c z y tn ik  znaków ) to  h an d lo w a  n azw a  ty ch  
u rz ą d z e ń .
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nych o b iek tach  -  co także  byw a w ykorzystyw ane w p rak tyce  ja k o  uboczny  
e fekt techn ik  rozpoznaw an ia .

P r z y k ł a d .  Często proponow anym  przykładem transformacji cech jest prze­
kształcenie K arhunena-Loevego, prowadzące do wydobycia najbardziej infor- 
matyw nych i wzajemnie nie skorelowanych cech rozpoznawanych obiektów [3]. 
Dzięki zastosowaniu tego przekształcenia możliwe jest -  w niektórych zadaniach 
-  operowanie w czasie rozpoznawania kilkoma zaledwie, powstającymi po trans­
formacji, składowymi kanonicznymi, zamiast kilkudziesięcioma cechami pierwot­
nymi.

N a  p ods taw ie  cech, p o ddanych  uprzednio  selekcji i t ransfo rm ac jom  lub 
w ykorzystyw anych  bez żadnego w stępnego preparowania,  trz eb a  p o d e jm o ­
wać decyzje  o przynależności nieznanych obiektów do wyróżnionych o b ra ­
zów (lub, u jm u jąc  to  s am o  inaczej, do usta lonych klas). Możliwe są  tu  
pode jśc ia  dw ojakiego rodzaju : całościowe a lbo  s t ru k tu ra ln e .

P o d e j ś c i e  c a ł o ś c i o w e  polega n a  ty m , że bierze się pod  uwagę wszyst­
kie cechy całego rozpoznaw anego  ob iektu  i pode jm uje  decyzję o jego  przy­
należności w je d n y m  e tap ie , w je d n y m  akcie decyzyjnym . Oczywiście m e­
to d y  prow adzące  do  tak iego  podjęcia  wym aganej decyzji m ogą  być ro zm a­
ite  i dalej om ów iono  kilka spośród  nich, porów nując je  ze sobą  i wskazując 
na  ich zale ty  w konkre tnych  sy tuac jach . O p isano  m e to d y  o p a r te  n a  pojęciu 
odległości  w p rzestrzen i cech i zw iązanych z ty m  pojęciem in tu ic jach  geo­
m etrycznych . D ysku tow ano  m e to d y  o parte  n a  m eto d ach  aprosymacji  f u n k ­
cji przyna leżnośc i , o ferujące w określonych okolicznościach bardzo wysoką 
spraw ność  rozpoznaw an ia . Możliwe je s t  podejście o parte  n a  m etodach  p ro ­
babilis tycznych, naw iązu jące  do  statystyki .  Możliwości je s t  z resz tą  znacznie 
więcej. P rzyk ładow o  celowe je s t  n ie jednokro tn ie  wyróżnienie tak ich  m e to d  
rozpoznaw an ia , k tó re  m o g ą  być s tosow ane także  w p rzypadku  znajomości 
zaledwie niektórych  spośród  w ytypow anych cech. N a tu ra ln ie  nie zawsze 
u d a  się po p raw n ie  rozpoznać obiekt n a  podstaw ie  znajomości ty lko części 
cech, z a tem  w m e to d a ch  tych próby rozpoznaw ania  (połączone z uzupeł­
n ian iem  wiedzy o cechach rozpoznaw anego obiektu) trzeba  wiele razy p o ­
naw iać , d la teg o  m e to d y  tak ie  pozw ala ją  znajdować rozwiązanie w wyniku 
w i e l o e t a p o w e g o  procesu, a  nie jednorazow ego ak tu .

P o d e j ś c i e  s t r u k t u r a l n e  je s t  odm ienne: w rozpoznaw anym  obiekcie 
w yróżn ia  się na jp ie rw  określone e lementy  oraz u s ta la  ich w zajem ne rela­
cje. Oczywiście przy w ydzielan iu  i identyfikowaniu e lem entów oraz przy
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o kreś lan iu  re lacji  w y k o rzy s tu je  się -  p o d o b n ie  j a k  we wcześniej om ów io­
nych m e to d a c h  -  w y b ra n e  i p o m ie rzone  cechy. J e s t  to  je d n a k  dopiero  e tap  
w stępny, gdyż  w łaśc iw e ro zp o zn an ie  d o konyw ane  je s t  n a  p o d s taw ie  s t ru k ­
tu ra ln e g o  op isu , uw zg lędn ia jącego  w szystkie  wry k ry te  e lem en ty  i w szyst­
kie u s ta lo n e  relacje. M e to d y  p o d e jm o w an ia  decyzji s ą  w ty m  p rzy p a d k u  
bardziej z łożone  i n a w ią z u ją  (m iędzy  innym i) d o  m e to d  lingw istycznych 
p o d o b n y ch  do  w y k o rzy s ty w an y ch  w językach  i techn ikach  p ro g ram o w an ia .  
W  m e to d a c h  tych  oczyw iście k luczow ą rolę o d g ry w a  pojęcie g ra m a tyk i , 
pon iew aż  regu ły  tej g ra m a ty k i  w y zn acza ją  dopuszczalne  fo rm y ob iek tów  
p o d leg a jący ch  ro zp o z n aw a n iu .  W  dalszych  rozdz ia łach  p rzed y sk u to w a n o  
n a jp o p u la rn ie jsz e  g ra m a ty k i  w y korzys tyw ane  specyficznie w ro zp o zn aw a­
niu obrazówr: g ra m a ty k i  ciągowe, drzewow e i grafowe.

P r z y k ł a d ,  W  zadan iu  rozpoznaw aniu  znaków alfanumerycznych relacjami 
są określen ia  definiujące bezwzględne i względne lokalizacje wyróżnionych cech. 
N a p rzyk ład  określone skrzyżowanie linii może być „u góry” (relacja  bezwględna) 
lub „na  lewo od  zakończen ia  linii” (relacja  względna).

P ode jśc ie  s t r u k tu r a ln e  w yda je  się n a  pozór bardziej z łożone i m nie j 
e fek tyw ne (p rzez  d w u e ta p o w ą  ana lizę  ob iek tów ) od  p o d e jśc ia  całośc io ­
wego, j e d n a k  je g o  z a le tą  je s t  m ożliw ość w y k o rz y s tan ia  d o  analizy  bardziej 
złożonych o b razó w . N a  p rz y k ła d  dok o n u jąc  p róby  ro zp o zn aw an ia  z łożo­
nych scen , z aw ie ra jący ch  wiele o b iek tów , a lb o  rozpoznając  sy g n a ł  m ow y 
w p o s tac i  ca łych , w ie low yrazow ych  w ypow iedzi -  m ożem y zdecydow a­
nie u sp ra w n ić  p roces  ro z p o z n a w a n ia  s to su jąc  podejście  s t ru k tu ra ln e .  Jego  
użycie j e s t  u z a s a d n io n e  ty m , że we w sp o m n ian y ch  z ad an iach  m a m y  do  
czyn ien ia  z p ro b le m a m i ,  k tó ry ch  złożoność -  przy p róbach  całościow ego 
ro z p o z n a w a n ia  -  p rz e k ra c z a  możliwości w spółczesnych system ów  rozpo­
znających , a  k tó re  m o ż n a  z pow odzen iem  rozw iązać  poprzez  zas tosow anie  
po d e jśc ia  s t r u k tu ra ln e g o .  W e w sp o m n ian y ch  z ad an iach  dość oczyw iste  je s t  
tak że  zdefin iow anie  sp o so b u  d ekom pozyc ji  z łożonego z a d a n ia  n a  sk ład n ik i  
e lem en ta rn e ,  oczyw is ty  j e s t  tak że  sposób  w prow adzen ia  sk ładn ików  ele­
m e n ta rn y c h  o ra z  w y o d ręb n ien ie  relacji.

P o d e jśc ie  s t r u k tu r a ln e  b y w a  ta k że  uży teczne  w zad an iach  ro zp o zn aw a­
nia  o b razó w , w k tó ry ch  nie  w y s tę p u ją  w  sposób  ja w n y  żad n e  k o n k re tn e  
ob iek ty , a  p o d z ia ł  wejściow ych in fo rm ac ji  n a  k lasy  o p a r ty  j e s t  n a  pew nych  
cechach g lo b a ln y ch , t ru d n y c h  d o  op isu  i form alizacji.
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P r z y k ł a d .  Do zagadnień tego typu należy problem rozpoznawania i klasy­
fikacji fak tu ry  rozważanych powierzchni. Do zagadnienia tego powrócimy przy 
omawianiu metod s truk tura lnych , w tym miejscu warto jedynie podkreślić odmie­
nność tego zadan ia  od innych typowych problemów rozpoznawania obrazów.

W  li te ra tu rze  dotyczącej p rob lem atyk i rozpoznaw ania  form ułuje  się 
także  k o m p lem en ta rn e  -  w s to sunku  do zadan ia  pi'ostego rozpoznawania -  
z adan ie  grupowania (3), m ające  liczne praktyczne  zastosowania, szczególnie 
w ekonom ii, m edycynie  lub  technice prze tw arzan ia  sygnałów. Zadanie  to  
n a jła tw ie j w prow adzić ja k o  inwersję  z ad an ia  rozpoznaw ania. Przy  rozpo­
znaw aniu  m am y  dany  zbiór klas oraz pojedynczy obiekt, k tórego przynależ- 
ność  do jed n e j  z k las  m a  być u s ta lo n a  i wykazana. W  zadaniu  klasteryzacji 
m am y  daną  jed y n ie  zbiorowość obiektów, k tóre  zapewne dzielą  się n a  j a ­
kieś klasy, przy czym  liczba i charak terystyk i klas nie są  znane i powinny 
być dopiero  automatyczn ie  wyznaczone . Dopiero z tego podziału  wyniknie 
przynależność  określonych obiektów  do poszczególnych klas.

C h a ra k te ry s ty c z n ą  współzależność zadań  rozpoznaw ania  i k lasteryza­
cji p o g łęb ia  fak t,  że znaczna  część m etod  i technik wykorzystanych do 
rozpoznaw an ia  daje się ad ap to w ać  dla potrzeb klasteryzacji i n a  odw rót.

P r z y k ł a d .  Szeroko znany pakiet A RTHUR, opracowany na Uniwersytecie 
W ashingtion dla kom putera  C D C  Cyber pozwala (zależnie od wyboru użytkow­
nika) rozwiązywać zadania rozpoznawania lub dokonywać klasteryzacji danych. 
Icn pakiet wykorzystywano podczas badania  właściwości omawianych w kolej­
nych rozdziałach metod rozpoznawania, a  także służył jako punkt odniesienia 
przy ocenie efektywności niektórych nowych metod rozpoznawania.

M etody  g ru p o w an ia  m a ją  je d n ak  swoją specyfikę, której wprowadze­
nie rozbiło  by w ew nętrzną  spójność tej książki, a  p o n a d to  d la  tych m etod  
-  w odróżn ien iu  od m e to d  rozpoznaw ania  -  opracow ano n iedaw no nowe 
podręcznik i. D la tego  m im o  bliskiego związku z zagadnieniam i tu  prezen­
tow anym i, m e to d y  g ru p o w an ia  i analizy  skupień pozostaną  poza  zakresem 
tej książki.

(3 ) W  lite ra tu rz e  św iatow ej u s ta lił się d la  te j dziedziny angielski te rm in  c luster analysi i ,  
k tó ry  byw a n iekiedy spolszczany jak o  „k lasteryzacja” . Będziem y tę  nazwę także 
stosow ali, m im o je j n iezb y t ładnego  b rzm ien ia  w języku  polskim , ze względu n a  
k ró tszy  i w ygodniejszy zap is.



2. Z A D A N I E  R O Z P O Z N A W A N I A

2.1 . K la s y f ik a c ja  j a k o  p u n k t  w y jśc ia  d o  ro z p o z n a w a n ia

W  p o p rz e d n im  rozdziale  w prow adzono  zadan ie  rozpoznaw ania  w sposób 
in tu icy jny  i opisowy. W  celu konkretyzacji tego zadan ia  i w prow adzenia  
poszczególnych m e to d  rozpoznaw an ia  korzystne je s t  je d n a k  dysponow a­
nie u jęciem  bardziej sform alizow anym . Takie  w łaśnie ujęcie zostanie  teraz 
p rzedstaw ione .

O znacza jąc  przez D  zb iór obiektów  lub zjawisk podlegających rozpo­
znaw aniu , m ożem y p rzy jąć , że n a  zbiorze ty m  zdefiniowana je s t  re lacja  
K  C  D  X D ,  b ę d ąc a  re lac ją  równoważności. R elac ja  K  określa  rozbi­
cie zb ioru  D  n a  kolekcję klas równoważności {D'}> odpow iadających  p o ­
szczególnym  o b razo m . Relacji K  n a d a m y  nazwę klasyfikacji.  W  dalszych 
rozw ażaniach  zak ład am y  jed y n ie  je j i s tn ien ie , co je s t  p o trzebne  do p ra ­
widłowego s fo rm ułow an ia  z ad a n ia  rozpoznaw ania. Żadne bliższe charak ­
te ry s ty k i  klasyfikacji K  nie są  z góry narzucone, ponieważ k o n s tru k to r  
a lg o ry tm u  lub  u rząd zen ia  przeznaczonego do rozpoznaw ania  nie z n a  (z za­
łożenia) bliższych w łasności tej relacji. Założenie to  m usim y wprowadzić 
w celu zap ew n ien ia  odpow iedniego  poziom u ogólności prow adzonych roz­
w ażań , gdyż w większości n iebana lnych  zagadnień  k ry te r ia  klasyfikacji są  
n ieznane, zaś w p o zosta łych  p rzypadkach  ich znajom ość czyni zadan ie  roz­
p o z n aw a n ia  tryw ia lnym .

O zn aczm y  przez L  liczbę klas generowanych przez relację K , a  zbiór 
indeksów  k las  -  przez / .  W ówczas

D = \ J D \
»€/

(1)
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n£>" = 0], (2 )

V * .,*-€!> « ¿ " . O  e  A' => 3 ie / ( ^  €  D ‘) A (d" €  £»•)] • (3)

Z opisu  relacji K  i zbioru I  w ynika istnienie odw zorow ania

A  : D  —+ I  (4)

o w łasnościach
Vi6 J> [¿(«Q =  i  = d € D ‘]. (5)

O dw zorow anie  A  w pełni opisuje relację K ,  n a to m ia s t  re lacja  K  defi­
n iuje odw zorow anie  A  z dok ładnośc ią  do perm utacji  zbioru indeksowego
I .  Z tego powrodu  uważać m ożna, że odwzorowanie A  -  w odróżnieniu od 
istniejącej obiektyw nie  (z założenia) relacji K  -  zawiera pewien a rb itra lny  
sk ładn ik , zw iązany z w yborem  sposobu num eracji klas.

P r z y k ła d .  W zadaniach diagnostyki medycznej, należących do „klasyki” 
rozpoznawania obrazów zbiór D utożsamia się ze zbiorem wszystkich rozważa­
nych dolegliwości. Dolegliwości te nie są (obiektywnie) identyczne i dlatego musi 
się rozróżniać rozmaite choroby, co odpowiada klasyfikacji K . Natomiast przypi­
sanie nazw chorobom, co odpowiada odwzorowaniu A, jest oczywiście arbitralne.

2 .2 . Z a d a n ie  ro z p o z n a w a n ia

W z ad an iu  rozpoznaw ania  dąży się do tego, aby skonstruować a lgory tm  
realizujący odw zorow anie

A : D - > l U { i 0)  (6)

tak ie ,  aby  pew na  m ia ra  Q ( A , A ) ,  nazyw ana  dalej oceną jakości algorytmu  
rozpoznawania A , by ła  m in im alna . Jednoelem entow y zbiór {t0} sybolizuje 
tu  b rak  odpow iedzi (decyzja  typu  nie wiem).  W prowadzenie w odw zoro­
waniu A  e lem entu  i 0 czyni zadan ie  rozpoznaw ania  bardziej realistycznym: 
w p rak tyce  często nie m ożna  ustalić  prawidłowej decyzji z ca łą  dok ładno­
ścią, a  znacznie lepiej je s t ,  jeśli a lgory tm  uzna, że nie potrafi rozpoznać 
określonego ob iek tu  i zgłosi to  specja lnym  sygnałem , niż kiedy zgłoszony 
zostan ie  m ylnie rozpoznany elem ent.
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C zasam i przy definicji a lgory tm u A  dopuszcza się rozpoznania warian­
to w e , to  znaczy przy jm uje  się sytucję, w której jako  rozpoznanie akceptuje 
się dowolny podzbiór zbioru 1. W arto  zauważyć, że tak ie  rozwiązanie też 
może być p rzy d a tn e  z p u n k tu  widzenia praktycznych zastosowań, ponie­
waż niekiedy w ystarczy  wskazać pewien podzbiór klas rozpoznawanych 
obiektów , aby osiągnąć zam ierzony cel.

P r z y k ła d .  Przy rozpoznawaniu mowy może być wystarczające stwierdzenie, 
że analizowana głoska jest szumowa, bez precyzowania, czy mamy do czynienia 
z S, SZ czy Ś, a przy diagnostyce medycznej może nas zadowalać, że podejrzenie 
raka może być wykluczone - chociaż dokładniejsze rozpoznanie choroby nie jest 
jeszcze możliwe.

O dwzorowanie A  może być za tem  opisane jako

A : D - +  27, (6 a)

gdzie oznaczenie 21 użyte  je s t  (zgodnie z tradyc ją)  do zapisu zbioru wszy­
stkich podzbiorów zbioru I. W arto  zwrócić uwagę, że w tym  przypadku 
zbędne je s t  w prow adzanie  elem entu  i0t ponieważ zbiór 27 zawiera (z de­
finicji) zbiór pus ty  (0 C  2 / ), czyli właśnie brak rozpoznania. O dm ow a
rozpoznan ia  może zresztą  być przy takiej konwencji wyrażona n a  dw a spo ­
soby: a lbo  poprzez podan ie  ja k o  rozw iązania zbioru pustego 0 , albo poprzez 
p o dan ie  ja k o  rozw iązania  całego zbioru / ,  co je s t  możliwe, jako  że I  6  2J .

2.3 . E le m e n ty  sk ła d o w e  ro z p o z n a w a n ia

Odwzorowanie A  je s t  realizowane jako  założenie trzech odwzorowań

A — F  ■ C  B ,  (7)

przy czym pierwsze  z nich
B  : D  -+ X  ( 8 )

będziem y nazyw ać recepcją, drugie

C  : X  —+ R l (9)

oznacza  obliczanie wartości ta k  zwanych funkcj i  przynależności,  zaś ostat­
nie odwzorowanie, zapisywane jako

F  : R l  -  / U { i'0}  (10 )
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lub
F  : R l  — 21 (lOa)

oznacza  proces pode jm ow an ia  decyzji.

P r z y k ł a d .  W  systemach wizyjnych robotów przemysłowych odwzorowanie 
B  polega na  wprowadzeniu potrzebnego obrazu do komputera (za pomocą ka­
mery T V  i przetwornika A / C ) oraz na obliczeniu (za pomocą specjalizowanych 
procesorów) wybranych cech rozpoznawanych obiektów. Na podstawie tych cech 
określane są  (za pomocą odpowiednich programów w nadrzędnym komputerze) 
miary podobieństwa do znanych wzorców (odpowiada to odwzorowaniu C) oraz 
podejmowana je s t  (przez sterownik robota) decyzja, który obiekt należy pochwy­
cić (odwzorowanie F  ).

W arto  dodać, że sch em at ten nadaje  się do opisu m etod całościowego 
rozpoznaw ania, n a to m ias t  m e tody  s tru k tu ra ln e ,  om awiane w dalszych roz­
działach  książki, w y m ag a ją  odm iennego podejścia, co zostanie we właści­
w ym  miejscu wyraźnie zaznaczone. Om ów im y obecnie bliżej wprowadzone 
odw zorow ania .

2.4 . R e c e p c ja  i s t r u k t u r a  p r z e s t r z e n i  cech

P oczątkow ym  e lem entem  każdego a lgory tm u rozpoznającego je s t  pom iar 
cech wszystkich obiektów -  zarówno wzorcowych, należących do ciągu 
uczącego (p a trz  dalej), ja k  i podlegających rozpoznawaniu

B  : D  X .

Określenie cech prowadzi do zam iany obiektów d £  D  w p u n k ty  pew­
nej przestrzeni. Sym bol X  w zacytow anym  wzorze (8 ) oznacza w łaśnie tę 
przestrzeń cech. Jej s t ru k tu ra  je s t  z reguły a rb i tra ln a  i zdeterm inow ana 
głównie przez możliwości pomiarowe. T rudno  bowiem zak ładać  uwzględ­
n ianie  w rozpoznaw aniu  tak ich  cech, k tórych wartości nie potrafilibyśm y 
wyznaczyć!

Z ak ładać  będziemy, że e lem entam i przestrzeni cech X  są  wektory ?i-ele- 
m entow e

x  =  (a?i, a?2 , . . - x n) €  X .  (11)
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Składow e x v tych  w ektorów chętn ie  będziem y trak tow ali  ja k o  liczby 
x v £  71 określa jące  ilościową miarę  określonej cechy, co pow oduje , że prze­
s trzeń  X  t r a k to w a n a  będzie  ja k o  n-wy m iarow a przestrzeń  euklidesowa 
( X  C Tln ). W  tak ie j p rzestrzen i stosunkow o najła tw iej i w najbardzie j 
n a tu ra ln y  sposób  m o ż n a  będzie prowadzić wszystkie analizy  i rozwrażan ia , 
d la teg o  p rzes trzeń  t a  t ra k to w a n a  będzie przez nas ja k o  model  standardowy.

D la  i lu s trac ji  p row adzonych  rozw ażań przyjm ow ać będziem y d o d a t ­
kowo, że m a m y  do  czynienia  z p rzes trzen ią  dw uw ym iarow ą (n  =  2 ), aby 
m o ż n a  by ło  odw zorow yw ać rozw ażane ob iekty  ja k o  p u n k ty  n a  płaszczyź­
nie, zaś w n iek tó ry ch  p rzypadkach  uciekać się będziem y naw et do  „prze­
s trz en i” jed n o w y m ia ro w y ch , co oczywiście nie o d p o w iad a  n a  ogół rzeczywi­
s tem u  z a d a n iu  rozpoznaw an ia , a  służyć będzie główrnie tem u , by wygodnie  
zap rezen tow ać  pew ne praw idłow ości i współzależności n a  rysunku .

Przykład. N a rysunku 2.1 przedstawiono, w jaki sposób cechy obiektów 
w yznaczają w spółrzędne punktów  w przestrzeni cech i jak  dochodzi do odwzoro­
wania obiektu d'1 £ D w p u n k t €  X ,  charakteryzowany przez współrzędne ij*

s top ień
szarości

ar (̂J)-------------ę o b i e k t  2

xt
o b iek t  1

T 2X \

o b iek t  1

~ix i

p o m ia r  cech 
odw zorow uje  
obiekty  
w p u n k ty  
przestrzen i

ś redn ica

o b iek t 2

Rys. 2.1. Rozpoznawane obiekty m ogą być trak tow ane jako punkty  w przestrzeni 
cech. N a  rysunku pokazano przestrzeń cech, w której na osi poziomej odk ładana  
je s t  średnica obiektu , a  na  osi pionowej -  jego stopień szarości

(*) D alsze szczegóły  n a  te n  te m a t -  p a trz : D o d a tek  1.
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i x*2 , in terpretow ane (w rozważanym na rysunku 2.1 przykładzie) jako średnica 
obiektu i jego stopień szarości.

S y tu ac ja ,  kiedy cechy m o g ą  być in terpre tow ane ja k o  liczby, je s t  najko­
rzystn ie jsza , jakkolw iek  nie je d y n a . Cecham i w ogólnym  przypadku  m ogą 
być również pojedyncze bity sygnalizujące obecność lub brak określonej 
właściwości rozw ażanego ob iek tu , a  także symbole kodowe (nazwy) okre­
ślające wartości cech porządkowych  lub wręcz jakościowych  rozważanych 
o b iek tó w (1). Oczywiście w ta k im  p rzypadku  przestrzeń X  nie może być 
t r a k to w a n a  ja k o  euklidesowa, co jed n ak  nie przeszkadza we wprowadzeniu 
pewnych in tuic ji geom etrycznych.

P r z y k ł a d .  Na rysunku 2.2 pokazano przestrzeń cech opartą  nadanych  b inar­
nych, a na rysunku 2.3 -  przestrzeń cech porządkowych i opisowych. Jak  widać 
także i w przypadku tych cech możliwe je s t  utożsamianie obiektów z punktam i 
w przestrzeni, chociaż przestrzeń t a  nie je s t  tak  gęsto wypełniona punktam i, jak  
przestrzeń liczb rzeczywistych.

Rodzaj i w łasności w ybranej przestrzeni cech bardzo  silnie w pływ ają  
na  dalszy tok procesu rozpoznaw ania. Jes t  to  zupełnie  zrozumiałe: obiekty 
d e D  m a ją  potencjalnie  nieskończenie wiele cech. Odwzorowanie B  prowa­
dzące do  n-w ym iarow ej (n  <C oo) przestrzeni cech X  związane je s t  zawsze 
z utratą części in fo rm ac j i , za tem  jeśli u traco n a  zostanie inform acja  is to tn a  
z p u n k tu  w idzen ia  celów rozpoznaw ania, a w przestrzeni cech uwzględni 
się w yłącznie  cechy m ało  ważne - to  s t ra ty  tej nie d a  się zrekompensować 
żad n y m i późniejszym i wysiłkam i.

Nie u s ta lo n o  dotychczas żadnych ścisłych m e to d  określan ia  s t ru k tu ry  
przestrzen i cech i jej w ybór m a  w dużej mierze ch arak te r  heurystyczny i a r­
b itra lny , zależny od  własności zbioru  D  oraz od pomysłowości twórcy algo­
ry tm u  A.  Z agadnienie  to  było ju ż  sygnalizowane w poprzedn im  rozdziale. 
W  l i te ra tu rze  is tn ie je  n a  ten te m a t  jedyn ie  kilka ogólnikowych wskazówek, 
n a  p rzy k ład  szeroko zn an a  je s t  zasada Brawermanna.  Z asada  ta  głosi, że 
cechy x v m uszą  być ta k  dobrane , aby w przestrzeni cech X  p u n k ty  x  od­
pow iadające  o b iek tom  d należącym  do jednej klasy (d  £  A )  g rupow ały  się 
w pos tac i skupisk  możliwie m aksym aln ie  zwartych wewnętrznie i możliwie 
na jbardzie j oddalonych  od podobnych  skupisk d la  innych k las(2). Z asada

(2 ) L .I. R ozonoer op isał tę  zasadę obrazow o w ter» sposób, że różnice pom iędzy klasam i 
w p rzestrzen i cech m u szą  być innego rodzaju , niż różnica, ja k a  is tn ie je  pom iędzy 
g ąb k ą  a  n asączą jącą  j ą  w odą.
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t a  je s t  je d n a k  zby t ogólnikowa, by mógł z niej rzeczywiście skorzystać 
tw ó rca  m aszyny  rozpoznającej.

O s ta tn io  w zagadn ien iach  związanych z w yborem  cech i op ty m alizac ją  
s t r u k tu r y  p rzestrzen i cech za is tn ia ły  nowe fakty. Spore szanse n a  rozwią­
zanie  tego  p ro b lem u  w iązać m ożna  z ba rdzo  in tensyw nie rozw ijanym  dzia­
łem  sz tucznej in te ligencji, poświęconym  s ys tem o m  eksper tow ym , w ram ach  
k tó rego  -  być m oże -  w ypracow ane  z o s tan ą  także m e to d y  au tom atycznego  
w y b o ru  cech w zadan iach  rozpoznaw ania . Pewne nadzieje  wiązać m ożna  
tak że  z p o w sta jącą  obecn ie  dz iedz iną  techniki, zw aną  inzyntertą wiedzy.

dziury

obecne

brak

i i o b iek t  1

— !------------------ " f —

o b iek t  1

1 o b iek t  2

T

o b iek t 2

nie tak  wypukłość

Rys. 2.2. W  przestrzeni cech można umieszczać także obiekty opisane cechami 
b inarnym i (oznaczającymi obecność lub brak określonej własności). Na rysunku 
przedstawiono przestrzeń cech, w której na osi poziomej oznaczono wypukłość 
linii konturowej obiektu , a na  osi pionowej -  obecność lub brak wewnętrznych 
konturów

D otychczas  s ta le  zakładaliśm y, że wszystkie cechy Xj ( j  =  1 ,2 , . . . , n )  
s ą  d o s tęp n e  równocześnie. T y m czasem  proces pozysk iw ania  cech m oże w ią­
zać się z p ew n y m i tru d n o śc iam i (n a  p rzyk ład  kosztam i) i zwykle je s t  roz­
łożony w czasie.

P r z y k ł a d .  W  diagnostyce medycznej poszczególne badania, których wyni­
kiem są  kolejno wykrywane sym ptom y (rozważane tu  jako cechy, będące pod­
s taw ą  rozpoznawania) są  uciążliwe dla pacjenta i obciążające d la placówki dia-



26 2. Zadanie  rozpoznaw ania

Rys. 2.3. Przestrzeń cech może być o p a r ta  na cechach mających charakter kodów 
opisujących właściwości obiektów. Na osi poziomej odłożono kody odpowiadające 
liczbie osi symetrii obiektu (w skali: jedna, dwie, dużo), a na  osi pionowej -  kody 
odpow iadające wielkości obiektu (w skali: mały, średni, duży)

gnozującej. Jeśli zatem można podjąć decyzję na podstawie analizy tylko niektó­
rych cech (> =  1 , 2 , . . . ,  m), to wówczas można sobie (i pacjentowi) zaoszczę­
dzić trudu określania symptomów z m+i, co może stanowić istotny zysk
i zwykle przyspiesza rozpoznanie.

Formatlna s t r u k tu r a  odw zorow ania  B  d la  om aw ionego tu  częściowego 
(kolejnego) okreś lan ia  cech może być w zasadzie rozw ażana ja k o  identyczna 
ze s t r u k tu r ą  p o d a n ą  wzorem (8 ), gdyż różnica polega jedynie  n a  liczbie wy­
m iarów  przestrzen i X . J ed n ak  d la  zaakcen tow ania  odm ienności rozważa­
nego tu  podejśc ia  o d w ołam y  się ponow nie do zapisu o postaci 2X , określa­
jącego  (w ty m  p rzy p ad k u )  zbiór wszystkich podzbiorów (podprzestrzen i) 
wektorowej p rzestrzen i cech X .  W prow adzim y także  wyróżnik e d la  zazna-
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czenia, że chodzi tu  o rozpoznaw anie  etapowe i zapiszem y odwzorowanie 
B  w  zm odyfikowanej pos tac i wzoru (8 )

B t : D - * 2 X .

Jeśli określenie p ierwszych m  cech nie d a  w ystarczającej p ods taw y  do 
pod jęc ia  w ym agane j decyzji -  m ożna  postępow anie  diagnostyczne (lub 
in n ą  p rocedu rę  rozpoznaw ania)  kontynuow ać według tej sam ej zasady -  
a lbo  m ierząc  o d  razu  w szystkie pozosta łe  cechy, a lbo  znowu poprzesta jąc  
n a  u s ta len iu  w artości n iek tórych  z nich. D o zagadn ien ia  tego  pow rócim y 
wr nas tęp n y ch  rozdziałach .

2 .5 . F u n k c je  p rz y n a le ż n o ś c i

O m ów ione  odw zorow anie  B  może być trak tow ane  ja k o  sam o  tylko zbiera­
nie danych  o w łaściwościach rozpoznaw anego ob iek tu  d  6  D.  N a to m ias t  
kolejne odw zorow anie  C  : X  —► H L t rak to w an e  musi być znacznie pow aż­
niej. W  odw zorow an iu  ty m  chodzi o ustalenie  pewnej m iary  podobieństw a 
n ieznanego  o b iek tu  d  6  D  do poszczególnych klas Di  indeksowanych nu­
m eram i i  €  I .  K las je s t  (z definicji) L,  d la tego  w wyniku odw zorow ania  
C  pow staje  L  liczb rzeczywistych i z tego powodu docelowym zbiorem  
w odw zorow aniu  C  je s t  7ZL .

R ea lizac ja  odw zorow an ia  C  je s t  -  w ujęciu ogólnym  -  stosunkow o p ro ­
s ta .  N a  p o d s taw ie  określonego w ektora  cech x  obliczane są  funkcje  przy ­
należności C ' ( x ;), i =  1 ,2 , . . . ,  L. W artości tych funkcji (k tórych  je s t  oczy­
wiście L)  ok reś la ją  m ia rę  przynależności n ieznanego ob iektu  d (d la  k tó ­
rego odw zorow anie  B  określiło  wektor cech z )  do poszczególnych klas D'  
(i =  1 , 2 , . . . ,  L) .  O dnośn ie  funkcji przynależności m ożem y jedyn ie  s fo rm u­
łować p o s tu la t ,  aby w szystkie konkre tne  ob iekty  d k należące do określonej 
k lasy  o num erze  i k by ły  wskazywane  m ak sy m aln ą  w artością  funkcji p rzy ­
należności C* ( x k )> k tó ra  pow inna  być większa od  wszystkich pozosta łych  
wartośc i  C * (x k ) d la  i ^  i k .

Oczywiście p o s tu la t  tak i znacznie ła tw iej sformułować, niż go p rak ­
tycznie  spełn ić . D la tego  m usim y rozważać dalej wiele różnych m e to d  roz­
pozn aw an ia ,  gdyż w l i te ra tu rze  p roponu je  się rozm aite  definicje funkcji
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C l (x )  i d iam e tra ln ie  różniące się techniki ich konstruow ania. T rzeba  bo­
wiem stw ierdzić z naciskiem, że poszczególne rozważane dalej m e tody  roz­
p o zn aw an ia  różnią  się głównie sposobem  realizacji odw zorow ania  C , przeto 
będzie ono  s ta le  w cen tru m  naszego zainteresowania podczas wszystkich 
dalszych rozważań.

W  związku z w prow adzoną  n a  końcu poprzedniego podrozdziału  suge­
s t ią ,  że możliwe i celowe je s t  niekiedy podejm ow anie  próby rozpoznaw ania  
o p a r te j  n a  niepełnej znajomości w ektora  cech x  -  celowe je s t  tu  także  zasy­
gnalizowanie  korzyści, jak ie  odnieść m ożna dzięki stosowaniu uogólnionego 
odw zorow an ia  C .  T o  uogólnione odwzorowanie także oznaczym y wyróżni­
kiem  e i zdefiniujem y poszerzając odpow iednio  dziedzinę we wzorze (9):

C e : 2 X - * K l .

Stopień  ogólności odw zorow ania  zadanego ty m  wzorem bywa niekiedy 
t ru d n y  do praktycznej realizacji, gdyż stosunkowo tru d n o  je s t  zbudować 
funkcję, k tó ra  może być równie ła tw o obliczana  d la  dowolnej liczby m  a r ­
gum entów  (1  <  m  <  n )  i w d o d a tk u  musi spełn iać  wym ienione pos tu la ty  
różnicow ania  obiektów  należących do różnych klas. Niemniej w rozdziale 8 

przeds taw iona  zostanie  je d n a  z możliwych funkcji tego typu , nad a jąca  się 
do tego, by p rak tyczn ie  relizować pos tu la t  rozpoznaw ania  etapowego.

2 .6 . P o d e jm o w a n ie  d ecy z ji

O becnie  p rzys tąp im y  do dyskusji odw zorow ania  F.  Odwzorowanie to, jak  
w ynika z jego  ogólnego zapisu:

F  : 1 ł L -  1 U {><,}

lub
F  : n L — 2 ;

służy do u s ta len ia  osta tecznej decyzji (definitywnego rozpoznania  -  lub 
jego  b rak u ) .  W  świetle w ym agań , jak ie  sform ułow ano w odniesieniu do 
funkcji przynależności C ' ( x ) } zasad a  podejm ow ania  w spom nianej decyzji 
je s t  dość p ro s ta  i oczyw ista . Zazwyczaj przyjm uje  się regułę majoryzacyjną , 
o p isan ą  n as tę p u ją cy m  wzorem:

V£6a- [ [ F ( C ‘U ) , C 2( x ) .......... C ł (£ )) =  i1 s v g  [ C ( i )  <  C % ) ] ] .  (12)
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Innym i słowy, p o d e jm o w an a  je s t  decyzja o przynależności ob iek tu  d  £  D  
op isyw anego  w ektorem  cech x  6  D  do  tej klasy i £  / ,  d la  której wartość 
funkcji przynależności C*(x) je s t  m aksym alna . Decyzję n e u tra ln ą  i0 m ożna  
przy ty m  podejm ow ać w następu jących  przypadkach (do  w yboru  przez 
p ro je k ta n ta  a lg o ry tm u ) :

1. G dy  s top ień  dom inac ji  funkcji przynależności C**(x) m aksym alnej 
(co do  bieżącej w artości w punkcie x )  nad  kolejną n a s tę p n ą  co do w ar­
tości fu n k c ją  przynależności C u(x )  j e s t  zby t m ały  (mniejszy od  założonej 
wartości c)

V ,€ ,  [C”(x )  <  (?»■(*)] A l n Ą C t e - C i s )  < e}. (13)
ntb

2. G d y  w artość  dom inującej funkcji przynależności C ^ ( x )  je s t  za m a ła  
(m nie jsza  od  założonej wartości progowej e)

V , 6- ( C ( x )  <  C " (x ) ]  A C " ( x )  <  e. (14)

3. G d y  s to sunek  w artości dom inującej funkcji przynależności C m (x) do 
su m y  wszystkich w artości funkcji przynależności C v (x )  nie wskazuje n a  to, 
że d o m in ac ja  m a  ch a rak te r  zdecydow any i jednoznaczny

Vn€< [ C ' ( z )  < C “(X)} A <  r 7 7 7 -  <15)
i * »  jŁ l ^  . i  - r  L t

E  < > (* )
u = l

W  przy p ad k ach  zdefiniowanych wzoram i (13), (14), (15), rozpoznanie  
klasy  /i uw ażam y za  s ła b o  udokum en tow ane  (wzory (14) i (15)) lub  niejed­
noznaczne  (w zór (13)) i pow strzym ujem y się od  podjęcia  decyzji ,4(c/) =  /i, 
p rzy jm u jąc  A ( d )  =  i 0 . Oczwyście możliwe je s t  i inne rozstrzygnięcie, n a  
p rzy k ład  przy założeniu  dopuszczalności rozpoznan ia  A(d )  w postaci p o d ­
zbioru  I d €  21 m ożem y przyjąć  zasadę, że wskazane b ęd ą  wszystkie te  
klasy p  €  / ,  d la  k tó rych  funkcje C u ( x )  są  dosta teczn ie  duże (w prak tyce  
-  większe od  pewnej us ta lonej wartości e)

I d =  { ^  /i 6 / A C " U ) > e } . ( 12»)
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W  prak tyce  je d n ak  rzadko akceptu jem y definicję odwzorowania F  do­
puszczającą  rozpoznan ia  wieloznaczne, a p o nad to  d la  konkretyzacji da l­
szych rozważań n a  coś trzeba  się jednoznacznie  zdecydować. Dlatego je d y ­
nie definicja d a n a  wzorem ( 1 2 ) będzie w dalszym ciągu uw ażana za obo­
w iązującą  i nie będzie podlegała  dyskusji, n a tom ias t  konstrukcja  odw zo­
row ania  C  będzie tak  w ybierana, aby decyzje podejm owane na  podstawie 
odw zorow ania  F  zapew niały  minimalizację funkcjonału Q ( A , A ) .

Przed  os ta tecznym  zam knięciem  tego tem a tu  w arto  jeszcze wspomnieć 
o podejściu do zad an ia  podejm ow ania  decyzji przy rozpoznaw aniu e tap o ­
w ym . J a k  w spom niano , odw zorow ania  B  oraz C  m a ją  wersje B c i C e, 
pozwalające n a  próbę podjęcia  decyzji w warunkach b raku  wartości nie­
których cech x j  £  x t w wyniku czego x  €  2 * ,  a  nie po prostu  x  6  X .  
Dom knięciem  tych odwzorowań je s t  F e zdefiniowane jako

F ' : R Ł - . / U

gdzie nowy sym bol i e oznacza decyzję: brak możliwości rozpoznania, należy 
zm ierzyć  kolejne cechy i ponowić próbę rozpoznawania.  Decyzja i t w wa­
runkach, kiedy pom ierzono ju ż  wszystkie pozostające do dyspozycji cech, 
s ta je  się rów now ażna decyzji i0y lecz ta  o s ta tn ia  może być także po d ję ta  
w sposób kategoryczny jeszcze przed pomierzeniem wszystkich cech r ;  E  x .

2 .7 . C ią g  uczący

T w órca  a lgo ry tm u  A  dysponuje  zazwyczaj jedynie  wiedzą n a  te m a t  ciągu 
uczącego U , nie m a  n a to m ias t  dostępu do informacji charakteryzujących 
w całości odwzorowanie A.  W  związku z tym  dalsze rozważania n a  tem a t 
konstrukcji funkcji przynależności tworzących odwzorowanie C  są  prowa­
dzone w ten  sposób, aby bazowały n a  wykorzystaniu ciągu uczącego U. 
C iąg  ten może być wykorzystywany autom atycznie , jak  w m etodach opi­
sanych w rozdziałach 4, 5, 6 i 7, może wym agać oddzielnego opracowania 
(na  p rzykład  s ta tystycznego -  rozdz. 8 ), ewentualnie może być generowany 
przez założone reguły (rozdz. 9, 10, 11 i 12). W  każdym z wymienionych 
przypadków  ciąg U m ożna zdefiniować jako  zbiór par

(16)
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gdzie
x k =  B ( d k ) A d k e  D  (17)

oraz
ik €  / A t *  =  A ( d k ). (18)

Elem enty ze zbioru U będziemy nazywać przykładami.  J ak  wynika z 
p r/toczonych  zapisów, każdy przykład sk łada  się z pełnej charakterystyki 
(kom pletnego w ektora  cech x k ) pewnego obiektu dk oraz z informacji na  
te m a t  num eru  klasy t*, do której obiekt ten powinien być zaliczony.

Dla wygody dalszych rozważań zbiór U m ożna zdekomponować na  
L  podzbiorów U 1 (i = 1 ,2, . . . , £ )  w ten sposób, aby w ¿-tym podzbio­
rze znajdow ały się wyłącznie obiekty należące do i-tej klasy

u  = { j u \  (19)
•'€/

=  {*•■*}, i  =  1,2, . . . ,  N',  (20)

V,e / eU* =  (x " ,i" )  €  U A x" =  Z*'1' A i" =  i ] . (21)

W ybór elem entów dk należących do ciągu uczącego U powinien zapew-
niać jego  reprezentatywność.  W praktyce ciąg ten zazwyczaj stanowi próbkę 
losowo p o b ra n ą  ze zbioru D , przeto jego reprezentatywność może być dys­
kusyjna. J e d n ą  z m etod  polepszania reprezentatywności ciągu uczącego
jest jego  w ydłużanie  (zwiększanie Ar).



3. K L A S Y F I K A C J A  M E T O D  R O Z P O Z N A W A N IA ^ )

3 .1 . P o t r z e b a  k lasy fik ac ji  m e to d  ro z p o z n a w a n ia  
o b ra z ó w

Obfitość l i te ra tu ry  z zakresu rozpoznaw ania  obrazów f2) powoduje, że liczba 
różnych m e to d  rozpoznaw ania  sięga setek. W d o da tku  niemal wszystkie 
m e to d y  w prow adzane są  i om aw iane przez swoich autorów  w oderw aniu 
od pozosta łych , opisywanych przez innych badaczy. W  tej sytuacji, podej­
m ując p róbę  zbiorczego op isan ia  różnych m etod w jed n y m  podręczniku 
trzeba  (obok uzgodnień notacji m atem atycznej i terminologii) dokonać 
próby usystem atyzow an ia  zbioru rozważanych m etod . P u n k tem  wyjścia 
do takiej sy s tem atyzac ji  może być p róba  klasyfikacji opisywanych w lite­
ra tu rze  m e to d . Klasyfikacji takiej nie dokonał żaden z autorów znanych 
monografii czy zbiorczych opracow ań, co powoduje, że p rzytoczona p róba  
s tanow i prezentację  subiektywnego p u n k tu  widzenia i może być przedm io­
tem  kry tyk i [57).

(*) R ozdzia ł ten  m oże być pom in ięty  przy pierw szym  czytaniu .

(2 ) Ilościowe oszacow anie te j li te ra tu ry  je s t dość tru d n e , jed n ak  pew ne je s t, że są to  
tysiące. Sam e tylko bibliografie p o d an e  w m onografiach [11], [12] lu b  [13] zaw ierają 
łącznie około 1.5 ty s iąca  p rac , a  m ożna tw ierdzić, że nie są  to  bibliografie kom ­
p le tne . W d o d a tk u  s ta le  pojaw iają się nowe prace, dotyczące tej dziedziny. W yda­
wane są  naw et całe periodyki, poświęcone tylko tej problem atyce (P a tte rn  Recogni­
tion , C o m p u te r Vision czy słynne PAMI -  IE E E  T ransactions on P a tte rn  A nalysis 
an d  M achine In telligence), a  w wielu innych pism ach naukow ych s ta le  publikuje się 
co raz  to  nowe a r ty k u ły  pośw ięcone rozpoznaw aniu (w Polsce: A rchiw um  A u to m a­
tyki i T elem echaniki, Podstaw y S terow ania, Postępy C ybernetyki, E lek tro technika 
i wiele innych).
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3 .2 . Z a s a d a  p o d z ia łu  i p o d s ta w a  k lasyfikacji 
m e t o d  ro z p o z n a w a n ia

Podz ia łu  m e to d  rozpoznaw ania  dokonam y na  podstaw ie klasyfikacji trzech 
w prowadzonych odwzorowań: B,  C  oraz F,  sk ładających się n a  rozpozna­
wanie A.  Do pełnego scharak te ryzow ania  rozważanej m etody rozpoznawa­
n ia  w ystarczyć może podan ie  wyróżników tych odwzorowań, wybranych 
według pewnego ustalonego kodu. P roponow ana  tu form a kodu m a  po­
stać:

Ft)Ci/&n >

gdzie ¿i, u  oraz  r; są  pew nym i wyróżnionymi identyfikatorami, wskazu­
jący m i jednoznaczn ie  n a  rodzaj używanej reguły podejm ow ania  decyzji, 
funkcji przynależności i funkcji recepcji. D la prosto ty  i mnemoniczności 
pow stających w ten sposób charak terys tyk  rozważanych m etod  rozpozna­
w an ia  A  będziem y dążyli do tego, aby identyfikatory /i, v  lub t] s tanowiły 
jednolite row e skró ty  odpow iednich słów, opisujących a try b u ty  poszczegól­
nych e tapów  procesu rozpoznaw ania  (rys. 3.1).

K ategorie  wprow adzone d la  odwzorowań F ,  C  i B  nie są  wzajemnie 
wykluczające ani nie są  rozłączne, zatem  przy opisie konkretnej m etody 
rozpoznaw ania  m oże okazać się po trzebne  wprowadzenie kilku identyfika­
torów  /i, v  lub r]

Taki zapis d la  większości zadań rozpoznawania pozwala określić uży­
wane m etody. W  celu zapew nienia  jednoznaczności unikać należy po w ta ­
rzan ia  się tych sam ych identyfikatorów /*, v  lub rd e n o tu ją c y c h  różne kate­
gorie d la  tego samego odwzorowania(3) rozważanej m etody rozpoznawania. 
Będzie to  niekiedy w ym agało  zaakceptow ania  pewnych nowych konwencji

(3 ) Unikać będziem y więc pow tarzających się sym boli r? przypisanych różnym  kate­
goriom  F  (regu ł podejm ow ania decyzji), wyelim inujem y pow tarzające się sym bole 
u odpow iadające kategoriom  C  (funkcji przynależności) i zabezpieczym y się przed 
pow tórzeniam i w zakresie sym boli n- N atom iast za dopuszczalne uważać będziem y 
tak ie  sam e sym bole przyjm ow ane d la  -  przykładow o -  v  i rj, chociaż oczywiście ozna­
cza«: one b ęd ą  zupełn ie  różne rzeczy (u  odpow iada rodzajowi funkcji przynależności, 
a  r) regule podejm ow ania decyzji). Jed n ak  sam a form a zapisu identyfikatorów  jako  
indeksów sym boli F ,  C  i B  zapobiega w tym  przypadku niejednoznaczności, a  wy­
szukiw anie różniących się sym boli d la  wszystkich możliwych elem entów  klasyfikacji 
okazało  się zb y t uciążliwe.
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w zakresie term inologii, bowiem tradycyjne  term iny  w wielu przypadkach 
zaczynają  się od  identycznych liter, a  będziem y unikali stosow ania skrótów' 
czysto um ow nych. W  p rzypadku  używ ania m etod  hybrydowych , to  znaczy 
rozw iązyw ania  jednego  zad an ia  przy użyciu kilku m etod , stosować m ożna 
zapis (wzorowany n a  klasyfikacji U K D ) wykorzystujący dw ukropek jako  
sep a ra to r  a lte rn a ty w n y ch  charak terystyk , n a  przykład

F '■ F *. 0^  ̂ i B^x : B h2 : BnitiĄ.

Ja k  w spom niano , identyfikatory /i, v  i t? m ają  charak ter umowny i m u ­
szą  być w ybierane  z pewnej listy, k tó rą  spróbujem y wstępnie zapropono­
wać, ale trak tow ać  j ą  trzeb a  oczywiście ja k o  o tw artą ,  zarówno z powodu 
ograniczonego zakresu i niekompletności prezentowanych w książce algo­
ry tm ó w  i m etod , ja k  ze względu n a  powstające wciąż nowe techniki rozpo­
znaw ania .

3 .3 . K la sy f ik a c ja  m e to d  p o d e jm o w a n ia  decyz ji

Zaczniemy od  kryteriów  klasyfikacji najbardziej ogólnej, związanej z m e to ­
d am i p o de jm ow an ia  decyzji F ,  a  w istocie -  z s am ą  podstaw ow ą „filozofią” 
rozważanych m e to d  rozpoznaw ania. Możliwości je s t  tu  bardzo wiele, je d ­
nak nie wdając się w n iuanse  możemy generalnie wydzielić podejście ca­
łościowe  oraz strukturalne.  Odpowiednie identyfikatory m ogą  być przyjęte 
w postaci

7) =  c d la  m e to d  całościowych,

rj — s  d la  m e to d  s truk tu ra lnych .

W  obrębie  tych generalnych klas m ożna  wydzielić pewne ważne pod- 
klasy, wskazywane -  w razie potrzeby -  poprzez uzupełnienie identyfikatora 
c lub  s  doda tkow ym i sym bolam i. M etody całościowe (77 =  c) m ożna dalej 
różnicować n a  dostarczające  jednoznacznych rozwiązań ( F  : 7ZL —* I )  oraz 
takie, k tó re  m o g ą  odm aw iać  odpowiedzi ( F  : H L —» /  U {*<>})> albo nawet 
dawać rozpoznan ia  wieloznaczne ( F  : IZ1' —* C1I ). Odpowiednie symbole 
m ożna  zaproponow ać w postaci

i) =  j  d la  m e to d  jednoznacznych,
rj =  o  d la  m e to d  przewidujących odmowę rozpoznania, 
rj =  w  d la  m e to d  rozpoznań wielowariantowych.
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Możliwe je s t  także wprowadzenie dalszych podziałów i dalszych identy­
fikatorów. M etody całościowe (77 =  c) n a  ogół preferują technikę rozpozna­
w an ia  po legającą  n a  jednorazowym  podejm ow aniu decyzji. Istnieje jed n ak  
p o d g ru p a  tych m etod  (77 =  c), której charak terys tyczną  cechą je s t  możli­
wość pode jm ow an ia  decyzji n a  podstaw ie znajomości tylko niektórych  cech 
tworzących przestrzeń  X .  M etody te  nazwiemy etapowymi  i oznaczymy 
identyfikatorem  77 =  e, zaś typowe m etody, w których decyzje podejm uje  
się n a  podstaw ie  znajomości wszystkich cech oznaczać będziemy identyfi­
ka to rem  77 =  t (od określenia totalne(Ą)). M am y więc 

t) = e d la  m etod  rozpoznaw ania  etapow ego(5), 
rf = t  d la  rozpoznaw ania  całościowego (totalnego).

Identyfikator r) =  t m ożna  pom ijać, ponieważ częstość w ystępow ania  w ła­
śnie tej sy tuac ji  sk łan ia  do uznan ia  tego identyfikatora za s tan d a rd  nie 
w ym agający  jaw nej dek larac ji(6).

W  klasie m etod  s truk tu ra lnych  ( rj =  s) w ażną podklasę s tanow ią  me­
tody  bazujące n a  podejściu l ingwistycznym(7), k tóre przeciwstawia się in­
nym  m e to d o m  s t ru k tu ra ln y m  (n a  przykład relacyjnym ). T ak  więc w pro­
wadzając  identyfikatory  rozszerzające klasyfikację rj = s  możemy zapropo­
nować od  razu n a  wstępie dw a uzupełnienia:

77 = l d la  m e to d  lingwistycznych,
7? =  r  d la  m etod  relacyjnych.

Oczywiście należy oczekiwać, że zachodzący obecnie intensywny rozwój 
m etod  s t ru k tu ra ln y ch  w nied ług im  czasie listę tę znacznie wydłuży. Me­
to d y  ligwistyczne (77 =  /), w k tórych rozpoznawanie obrazów je s t  t ra k to ­
wane ja k o  problem  b a d a n ia  s t ru k tu ry  rozpoznawanych obiektów m etodam i 
bazu jącym i n a  gram atykach  formalnych, m ogą być przedm iotem  dalszych 
podziałów  ze względu n a  rozm aity  charak ter używanych g ram atyk . O gra­
niczając rozw ażania  do zagadnień rozpoznaw ania  obrazów w węższym tego 
słowa znaczeniu (to  znaczy koncentrując  się na  s truk tura lne j analizie dwu- 
i tró jw ym iarow ych złożonych scen), możemy zaproponować wykorzystanie

(4) B ardziej n a tu ra ln a  nazw a „m etody całościowe” nie może być u ży ta  ze względu na 
jednoznaczność identyfikatorów .

(s ) Częściej s to sow ana nazw a „m etody sekwencyjne” nie m oże być u ż y ta  ze względu 
n a  jednoznaczność identyfikatorów .

(6 ) N a podobnej zasadzie funkcjonuje tzw . dejault  w inform atyce.

(7) W lite ra tu rz e  m eto d y  te  znane są  także p o d  nazw ą m etod  syn ia k ty c zn y ch .
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g ra m a ty k  łańcuchowych  (ciągowych), drzewowych  lub  grafowych. Pozwala 
to  n a  w prow adzenie  kolejnych trzech identyfikatorów: 

i) =  ł  d la  m e to d  g ra m a ty k  łańcuchowych, 
r) -  d  d la  m e to d  g ra m a ty k  drzewowych, 
r] =  g d la  m e to d  g ra m a ty k  grafowych.

Specyficznym  podejśc iem  s tru k tu ra ln eg o  (lingwistycznego) typu  je s t  
s to so w an a  w zadan iach  rozpoznaw an ia  mowy m e to d a  o p a r ta  n a  zasadzie 
programowania dynam icznego . Bliższe szczegóły n a  te m a t  tej m e to d y  po­
d an o  w zakończeniu  części szczegółowej książki. J ak o  a lte rna tyw ę  d la  me­
to d  p ro g ram o w an ia  dynam icznego  w zadan iach  rozpoznaw ania  m ow y m oż­
n a  rekom endow ać m e to d y  o p a r te  n a  analizie  kontekstu  rozpoznawanej czę­
ści z d an ia  z w ykorzystan iem  sens«  całej wypowiedzi. Ponieważ a u to m a ty ­
zac ja  analizy  znaczeniowej języka n a tu ra lnego  je s t  chwilowo kw estią  dość 
odległej przyszłości, p rze to  odpow iednie  m etody  nazwiemy ąuasi-semanty-  
cznym i  i m ożem y bez większego ryzyka przewidzieć, że b ę d ą  się one roz­
wijać i zyskiwać n a  znaczeniu , co zapewne spowoduje konieczność zastoso­
w an ia  w przyszłości bardziej precyzyjnych kwalifikacji. N a  teraz  w ystarczy  
je d n ak  w prow adzić  identyfikatory  rj = p  oraz rj = q d la  tej kategorii m e tod  

rj =  p  d la  m e to d  p rog ram ow an ia  dynam icznego, 
r/ =  q d la  m e to d  quasi-sem antycznych.

M etody  bazu jące  n a  podejściu  lingwistycznym  (rj =  /) są  ak tua ln ie  tak  
silnie rozw ijane, a  jednocześnie  ch arak te ry zu ją  się tak  dużą  liczbą cech spe­
cyficznych, odm iennych  od pozosta łych  m etod  rozpoznaw ania, że powinny 
być ro zp a try w an e  oddzielnie  od  wszystkich innych m etod  s truk tu ra lnych  
(rj =  s) i całościowych (r) = c) -  co znajduje  odbicie w dalszej treści książki.

T radycy jn ie  w li te ra tu rze  dotyczącej rozpoznaw ania  obrazów zamie­
szcza się także  opisy m etod  służących do realizacji odw zorow ania  odwrot­
nego do rozpoznaw ania , a  m ianowicie au tom atycznego  g rupow an ia  obiek­
tów  w klasy. M eto d y  te nie s ą  (jak ju ż  wzm iankowano) om aw iane w tej 
książce, je d n a k  uw zględniając  fakt, że podstaw ow a odm ienność m etod  g ru ­
pu jących  po lega  n a  o d m ien n y m  charak terze  podejm owanych przez te me­
to d y  decyzji , celowe wydaje się w spom nienie  o nich w ram ach  klasyfika­
cji p rzy  okazji a t ry b u tó w  nadaw anych  charak terystyce  odw zorow ania  F.  
W zm iankow ane  m e to d y  są  rozm aicie nazyw ane w litera turze: klasterin- 
giem  (lub  k la s te ryzac ją  -  o d  angielskiego te rm inu  clusier analysis),  ucze­
n iem  bez nauczycie la  (lub  sam ouczen iem ), tak so n o m ią  itp . W  książce przy­
ję to  genera ln ie  nazwę m e to d  grupujących,  jed n ak  d la  jednoznaczności iden­
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tyfikatora  w arto  określić te  m etody  ja k o  klasyfikcję nadając  im  identyfika­
to r  rj =  k y w odróżnieniu  od m etod  typowego rozpoznawania, k tóre m ożna 
określić ja k o  identyfikację i związać z identyfikatorem(8) 

i) =  i d la  klasycznego rozpoznaw ania  (identyfikacji), 
rj = k  d la  m etod  klasyfikacji (klasteryzacji).

3 .4 . P o d z ia ł  fu n k c ji  p rz y n a le ż n o śc i

Najwięcej ciekawych możliwości podziału  i klasyfikacji rozważanych m etod  
rozpoznaw ania  w ynika ze sposobu realizacji odwzorowania C , rozpa tryw a­
nego przy założeniu, że odwzorowanie F  je s t  zadane w jeden z omówionych 
sposobów. W  om aw ianym  system ie klasyfikacji, stosowne identyfikatory //, 
wynikające z sugerowanych podziałów klasyfikacyjnych, przypisywane są 
sym bolowi C  w każdym  konkre tnym  zapisie wprowadzonego umownego 
kodu.

G łów na  charak terys tyka , ja k ą  m ożna wprowadzić d la  opisania  s topn ia  
złożoności odw zorow ania  C ,  wiąże się z liczbą rozpoznawanych klas L. 
J es t  oczywiste, że inny je s t  stopień komplikacji d la  zadan ia  dychotomiza- 
cji (L  =  2 ), inny zaś d la  zadan ia  rozpoznawania jednej z kilkudziesięciu 
klas. D la tego n a  począ tku  charakterystyki zadanej identyfikatorami u d la  
odw zorow ania  C  podaje  się liczbę L określającą moc zbioru I  

u =  # /  liczba rozpoznawanych klas.

O dpow iedni zapis m a  postać  C 2 d la  zadan ia  rozdziału dwóch klas i C 40 d la  
rozpoznaw ania  jednego  z około czterdziestu  zwyczajowo wyróżnanianych 
fonemów (głosek) języka polskiego.

Podstaw ow y podział ,  jak i  m ożna wprowadzić d la  funkcji przynależności 
dotyczy sposobu tworzenia  tych funkcji, a  to  sprow adza się do zagadnienia 
obecności lub b raku  w rozważanej metodzie elem entu uczenia.  J ak o  pierw­
szy w prowadzim y więc identyfikator u =  u  wyróżniający te metody, które 
przy budow ie funkcji przynależności uwzględniają proces uczenia. Przeciw­
staw im y je  m e to d o m  z gotową funkcją przynależności, w których proces 
uczenia zas tąp iony  je s t  pew nym  apriorycznym  rozumowaniem twórcy me­
tody. Czasem  zresz tą  rozumowanie to  zredukowane bywa do kilku pom y­
słów czysto heurys tycznej  na tu ry , co szczególnie często m a  miejsce w meto-

(8) Oczywiście także i ten  identyfikator m ożna pom ijać jako  defautt .
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dach rozpoznaw an ia  przeznaczonych do konkretnych zastosowań (n a  przy­
k ład  rozpoznaw anie  li te r(9))

v  =  u  d la  m e to d  z uczeniem,
v  -  g d la  m e to d  z gotow ą funkcją  przynależności,
i/  — h  d la  m e to d  heurystycznych.

M etody  nie zawierające elem entu  uczenia są  w książce trak tow ane  w
sposób skrótow y, zaś ich da lsza  klasyfikacja (zw iązana z wprow adzaniem  
nowych identyfikatorów ) musi być od łożona do m om en tu  bardziej is totnego 
rozwinięcia i u sys tem a tyzow an ia  tych m etod , k tóre  obecnie s łużą  raczej do 
zaspokajan ia  doraźnych po trzeb  p rak tyk i,  a  nie rozwojowi ogólnej teorii. 
W  dalszych rozdziałach książki m etody  nie zawierające pierw iastka uczenia 
nie są  p rak tyczn ie  om awiane.

Stosow ane niekiedy w lite ra tu rze  dalsze podziały  m etod  zawierających 
uczenie, n a  p rzyk ład  wyróżniające uczenie z nauczycielem  i uczenie bez na­
uczyciela  lub uczenie parametryczne  i uczenie nieparametryczne -  uwzględ­
n iono w postac i odm iennego  zaklasyfikowania w zakresie innych identyfi­
katorów  (n a  p rzyk ład  uczenie bez nauczyciela identyfikowane je s t  przez 
r) = k,  a  uczenie parametryczne  -  za pom ocą  v  =  p).

Inna , równie ogólna klasyfikacja w ykorzystu jąca  odwzorowanie C  po­
zw ala  wydzielić m etody , w k tórych  funkcje przynależności budowane są  od 
razu d la  wszystkich  e lem entów ciągu uczącego, a lbo są  budow ane w ten 
sposób, aby  m ogły  być obliczane n a  podstaw ie  niektórych tylko składo­
wych.

Funkcje przynależności m ające własność denotow aną  ja k o  v  — s  m ogą 
być w ykorzystyw ane przy etapow ych  m etodach  podejm ow ania  decyzji (rj =  
e), chociaż nie je s t  to  konieczne, gdyż sensowne może być wykorzystanie 
funkcji tej klasy przy p róbach  podejm ow ania  decyzji jednorazow ych (rj =  i) 
-  n a  p rzy k ład  w sy tu ac jach  kiedy część cech tworzących wektor x  j e s t  ca ł­
kowicie n ieosiągalna  -  bez możliwości uzupełn ien ia  brakujących danych (na

(9) T echnika au to m aty czn eg o  odczy tyw an ia  tekstów  drukow anych (a  niekiedy naw et 
s ta ran n y ch  rękopisów ) m a  ogrom ne znaczenie prak tyczne (w prow adzanie treści róż­
nych  dokum entów  do  system ów  kom puterow ych, au tom atyczne odczytyw anie a d ­
resów przesy łek  itp .) . z  tego  pow odu bud u je  się i sprzedaje n a  swiecie bardzo  wiele 
u rządzeń  określanych  ja k o  skanery  (od angielskiego sc aner)  lu b  nazyw anych kró tko  
O C R  ( optir.al charac te r  reader).  U rządzenia te  z reguły  o p a rte  są n a  pom ysłow ych 
„sztuczkach” i niewiele m a ją  w spólnego z teo rią  rozpoznaw ania obrazów.
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przyk ład  rozpoznawanie odcisku palca, k tóry  zdjęto z przedm iotu  zbrodni 
w postac i d robnego  fragm entu  rysunku linii daktyloskopijnych).

Dalsze elem enty  klasyfikacji i dalsze identyfikatory v  uzyskamy rozwa­
żając bliżej s a m ą  m e todę  konstruow ania  funkcji przynależności. W  na j­
prostszym  ujęciu podejście do konstrukcji odwzorowania C  może bazować 
n a  rozw ażaniach n a tu ry  geometrycznej, prowadzonych w przestrzeni X  
i opartych  n a  takich pojęciach, ja k  sąsiedztwo lub odległość. O dpow iednią  
g rupę  m etod  nazw iem y generalnie m etodam i minimalnoodległościowymi  
i zw iążemy z identyfikatorem  v  — m

v  — m  m e to d a  minimalnoodległościowa.

W  obrębie  m etod  minimalnoodległościowych wyróżnić m ożna dwie ka­
tegorie: większość tych m etod  wykorzystuje ciąg uczący w całości , bez 
jakiegokolwiek głębszego przetw arzania . Część m etod proponuje  jednak  
przetworzenie ciągu uczącego, niekiedy nawet bardzo wyrafinowane, do po­
staci odpow iednio  definiowanych wzorców. W prowadzimy więc dodatkowe 
identyfikatory u — w  oraz v  — c\

v  — c m e to d a  w ykorzystuje cały ciąg uczący, 
v  — w  m e to d a  wykorzystuje wzorce.

W  innych m etodach  m ożna konstruować odwzorowanie C  na  p ods ta ­
wie m e to d  zbliżonych do m etod  aproksym acji funkcji. O dpow iednią  grupę 
m e to d  nazw iem y m eto d am i aproksymacy jnymi . W prow adzim y tu  identy­
fikator v  =  a

1/  = a  m e to d a  aproksym acyjna .

M etod aproksym acyjnych  je s t  wiele i m ożna  je  dzielić według różnych 
kryteriów . W  lite ra tu rze  funkcjonują  rozm aite  nazwy (na  przykład „me­
to d a  funkcji po tencja lnych” ), k tóre dzielą te  m etody raczej ze względu na  
to, kto je  opracował,  a  nie jakie mają właściwości.  Z p u n k tu  widzenia cha­
rak terys tyk i sam ych m etod  m ożna  dokonać bardziej ogólnych podziałów, 
na  p rzykład  celowe je s t  wydzielenie -  jako  specyficznej podklasy -  zbioru 
m etod , w k tórych funkcje C x są  l iniowe , oraz zbioru (obszerniejszego, ale 
mniej użytecznego praktycznie) m etod , w których funkcje C x m ogą być 
dowolne:

u — l m e to d a  funkcji liniowych, 
v  — d  m e to d a  w ykorzystu jąca  dowolne funkcje.

P ozosta łe  podklasy  m etod  aproksym acyjnych m ogą być wprowadzane 
w m iarę  potrzeby, je d n ak  ze względu n a  obfitość różnorodnych propozycji
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spo tykanych  w lite ra tu rze  trzeba  tu  zachować um iar i wprowadzać dalsze 
sym bole  klasyfikacyjne jedynie  wtedy, gdy rzeczywiście są  one potrzebne 
(ponieważ w ydzielają  klasy istotnie nowe) z punk tu  widzenia istoty m etody 
rozpoznaw ania.

Funkcje przynależności budujące odwzorowanie C  m ożna także o trzy­
m ać w wyniku rozważań prowadzonych n a  gruncie rachunku praw dopodo­
bieństwa. O dpow iednią  g rupę  m etod  nazwiemy m etodam i probabilistycz­
n y m i , w prow adzając kolejny identyfikator: 

v  — p  m e to d a  probabilistyczna.

W  m etodach  tej grupy także  możliwa je s t  dalsza klasyfikacja, p rzyjm u­
ją c a  za podstaw ę rozm aite  kryteria . Za najważniejszy uznać m ożna podział 
wynikający z założeń dotyczących charak teru  wchodzących w rachubę roz­
k ładów  praw dopodobieństw a. Możliwe są  dwie sytuacje: albo zakładamy, 
że rozkład  je s t  znany,  a lbo  nie:

v  =  z  znany rozkład praw dopodobieństw a, 
v  — n  n ieznany rozkład  praw dopodobieństw a.

Sy tuac ja , kiedy rozkład  je s t  znany je s t  n a  ogół łatwiejsza, gdyż zadanie 
uczenia (jeśli się tak ie  wprow adza) polega w tym  przypadku na  estymacji 
p a ra m e tró w (10) tego rozkładu. Przy b raku  sensownych założeń odnośnie 
charak te ru  rozkładu  zadanie  rozpoznawania staje  się trudniejsze, a  uczenie 
je s t  bardziej pracochłonne. Jednak  w tak im  przypadku unika się przynaj­
mniej części k łopotów  wywoływanych m ało  trafnym i założeniami odnoszą­
cymi się do charak teru  rozkładu.

3 .5 . P o d z ia ł  m e to d  re c e p c j i

Klasyfikacja o p a r ta  n a  odwzorowaniu B  je s t  najmniej wdzięczna, ponie­
waż recepcja  je s t  zawsze silnie uzależniona od właściwości rozpoznawanych 
obiektów d  6  D } a  więc od uwarunkowań słabo zależnych od właściwości 
budowanej m e to d y  rozpoznaw ania, a  zasadniczo zależnych od fizycznej na­
tu ry  rozważanego obszaru  zastosowań. Jednak  kilka przynajmniej p ropo­
zycji wartości identyfikatorów fi m ożna wstępnie zaproponować, wyrażając 
nadzieję, że postęp  badań  nad  system atyzac ją  m etod rozpoznawania przy­
niesie także  i w ty m  zakresie bardziej konstruktyw ne rozwiązania.

(10) N a  p rz y k ła d  ś re d n ic h  i w arian c ji.
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Podobnie  j a k  w odniesieniu do identyfikatorów v,  zastosujem y n a  po­
czą tk u  ch arak te ry s ty k ę  określa jącą  rozm iar zadan ia  rozpoznaw ania. W y­
różnik iem  będzie więc rozm iar przestrzeni cech n :

/i =  n  liczba określa jąca  w ym iar przestrzeni cech.

Podstaw ow y podz ia ł  m e tod  recepcji B  może być dokonany w zależności 
od  tego, jak iego  rodzaju  cechy Xj €  a: są  w niej wyróżniane. Możliwe je s t  
w szczególności wyróżnienie odwzorowań dostarczających cech ilościowych 
(możliwych do rozw ażania  dalej ja k o  konkretne liczby), cech jakościowych  
(możliwych do  w yrażen ia  za  pom ocą  kodów ustalających wartości cech 
w skali porządkowej, co pozw ala  n a  prowadzenie porów nań typu  większy  
i m n i e j s z y , ale bez w artościow ania), cech opisowych  (pozwalających n a  roz­
różnianie  pewnych sy tuac ji  i n a  wykrywanie identyczności pewnych cech, 
lecz nie pozw alających n a  ich w zajem ne porównywanie w jakiejkolwiek skali 
odniesień  względnych), wreszcie cech binarnych  (k tóre  m ożna  tylko rozpa­
tryw ać  w kategoriach obecności lub b raku  pewnych właściwości). Możliwe 
je s t  więc w prow adzenie identyfikatorów:

fi = i  d la  m e to d  dostarczających  cech ilościowych, 
fi =  j  d la  m e to d  dostarczających  cech jakościowych,
fi = o d la  m e to d  dostarczających cech opisowych,
fi = b d la  m e to d  dostarczających cech binarnych.

W ym ien ione  identyfikatory  należą do tych, k tóre szczególnie często m u ­
szą być używ ane w formie a lte rnatyw nych  charak terystyk , ponieważ w 
wielu zastosow aniach podejm ując  decyzję trzeba opierać się n a  cechach
należących -  w myśl podanej klasyfikacji -  do różnych klas. N a przy­
k ład  w e lem en ta rn y m  przykładzie  diagnostyki medycznej brać m ożna pod 
uwagę te m p e ra tu rę  (fi = i), ogólny s tan  pacjen ta  (w skali dobry, zły, bar­
dzo zły, fa ta lny  i t p .)(fi = j ) ,  jego płeć (fi = o) oraz występowanie lub brak 
w ym iotów  (fi = b).

J a k  w sp o m n ian o  n a  wstępie, cechy, n a  podstaw ie których dokonuje się 
rozpoznaw an ia  m o g ą  być rozważane wprost, a lbo  m ogą  być poddaw ane 
pewnej t ransformacj i .  Obecność tej transform acji sygnalizować będziemy 
iden tyfika torem

fi =  t m e to d a  w ykorzystu jąca  transform ację  cech.

Dalsze klasyfikacje m uszą  być w prow adzane sukcesywnie, według po­
trzeb  konkre tnego  użytkownika.
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4 .1 . W p r o w a d z e n ie

W  m eto d a ch  m inim alnoodległościowych odwzorowanie C  wiąże się z poję­
ciem  odległości  w przestrzen i X ,  k tó ra  w ty m  celu musi być w yposażona 
w odp o w ied n ią  m etrykę .  D yskusja  dokładnego sposobu zdefiniowania tej 
m e try k i ,  zapisyw anej w sposób ogólny ja k o  odwzorowanie:

p : X  x X  — R .  (22)

je s t  przeniesiona do D o d a tk u  1, gdyż om awianie jej w ty m  miejscu za­
ję ło  by zby t wiele miejsca. Ogólnie znane przesłanki m atem atyczne  d a ją  
tu  d u ż ą  sw obodę, ponieważ m e try k ą  p  może być dowolne odwzorowanie 
postac i (22), spełn ia jące  d la  wszystkich wektorów xju €  X  (/i =  1 ,2 , . . . )  
nas tęp u jące  (dość oczywiste) założenia:

p(x!i ,x!') =  0*=x?i = x \

p { Ł ^ Ł v ) = p { Ł \ ^ ) y

Pi*!1 ><LU) <  , x n) +  p {xn >£")*

W a r to  podkreślić , że tak ich  odwzorowań, spełniających p odane  p o s tu ­
laty, je s t  po tenc ja ln ie  nieskończenie wiele, a zatem  twórca m etody  rozpo­
znaw an ia  m a  w ty m  zakresie wiele swobody. Być może naw et nieco zbyt 
wiele, gdyż prob lem  w yboru  właściwej m etryk i m ożna  rozwiązać w zasa­
dzie jedyn ie  n a  d rodze  em pirycznej, m e to d ą  prób i błędów, a lbo podejm ując  
o d pow iedn ią  decyzję całkowicie a rb itra ln ie . Równocześnie trzeba  podkre ­
ślić, że p rzy  p rak ty czn y m  stosowaniu m e to d  minimalnoodoległościowych 
je s t  to  p rob lem  kluczowy, m ający  zasadniczy wpływ n a  uzyskiwane efekty.
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P r z y k ł a d .  W badaniach nad rozpoznawaniem mowy polskiej [58] prowadzo­
nych w latach 1970-1990 w Zakładzie Biocybernetyki AGH, przyjmowano jako 
składowe x } przestrzeni cech X  amplitudy sygnału dźwiękowego w 96 pasamach 
widma o częstotliwościach / ,  =  125 j  +  62,5 Hz (j = 1,2, . . .  ,96). W przestrzeni 
tej zdefiniowano 9 różnych m etryk(J ), a następnie podejmowano próby rozpo­
znawania określonych fonemów (na przykład samogłosek) przy użyciu opisanych 
dalej metod z wykorzystaniem tych metryk. Okazało się, że na tym samym kom­
puterze i d la tych samych wypowiedzi (traktowanych jako testy) procent po­
prawnych rozpoznań i czas rozpoznawania przedstawia się w sposób pokazany 
w tabeli 4.1.

T a b e la  4 .1 .  Zależność dokładności i czasu rozpoznawania od zastosowanej 
metryki

Metryka Procent poprawnych 
rozpoznań

Czas
rozpoznawania, ms

Euklidesowa 0,933 1,00
Hamminga 0,967 0,64
Czebyszewa 0,933 0,84
Cam berra 0,933 0,96
Minkowskiego (0,1) 0,767 3,05
Minkowski ego (10) 0,933 2,03
Pearson a 0,900 1,03
M ahalanobisa (1) 0,833 1,30
M ahalanobisa (2) 0,833 1,30

J a k  w y n ik a  z tego  p rz y k ła d u ,  od  tra fn eg o  w yboru  m e try k i  zależeć m oże 
za ró w n o  efekt ro zp o zn a w an ia ,  j a k  i jego  pracoch łonność  -  w y raża jąca  się 
m n ie jszym i lub  w iększym i w y m ag an iam i co do  m ocy obliczeniowej m a ­
szyny rozpozna jące j.  Rozwinięcie tego  te m a tu  także  zn a jd u je  się w D o­
d a tk u  1.

4 .2 . M e to d a  N N

Z a s a d a  w szystk ich  om aw ianych  tu  m e to d  (rys. 4.1) zwanych mimmalno-  
odległościowymi  p o leg a  n a  n a s tę p u ją c y m  p ro s ty m  rozum ow aniu : W y b ra ć

(*) N iektóre z tych m etryk  przytoczono w D odatku  1.
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ja k o  rozpoznanie  i £  I  tę  klasę, do której należy obiekt x i,k £  U najbliższy 
(w myśl przyjętej m etryk i p) rozpoznawanem u obiektowi d  (a  dokładniej 
reprezentu jącem u go wektorowi x). W najczystszej postaci a lgory tm  ten 
realizuje nas tęp u jąca  m etoda .

* 2  A o o ° o o o
. 0 0 0 0 0

°o °o  ° o °°  0 
o°o0 o0 ° 0  °  
o

A A

A A 
A A A

A A A
A A

A A
A

X X X X

y *
X X A X X

X X X X A X A X
x * x  X

X X
X A x  X

x \

Rys. 4.1. Metody minimalnoodległościowe są oparte na przesłankach związanych 
z geometrią przestrzeni cech. Jeśli punkty, odpowiadające obiektom różnych klas 
(na rysunku oznaczone jako trójkąty, kółka i krzyżyki) grupują się w formie 
wyraźnych skupisk, to wówczas możliwe i celowe jest posłużenie się pojęciem 
odległości przy podejmowaniu decyzji

Przy jm ując , że w przestrzeni A' zdefiniowano pewną m etrykę, możemy 
odwzorowanie C  zapisać w postaci:

C ' U  = ^ 7 T ) T e ’ ł' = 1 ' 2 ..................................... <23)

E lem ent x t,k zgodnie z przyjętym i oznaczeniami (porównaj: wzór (20)) 
należy do podzbioru  £ / ',  a  m a łą  s ta łą  d o d a tn ią  € wprowadzono w celu za­
pew nienia  w arunku C ‘(x) <  0 0 , gdyż teoretycznie możliwe je s t  uzyskanie



pokryc ia  punk tów
p ( x , x i k ) =  0.

W  pods taw ow ym  wariancie, nazyw anym  a lgory tm em  N N  (od angiel­
skich słów: nearesi neighbour -  najbliższy sąsiad), w ybór elem entu  x i,k we 
wzorze (23) je s t  dokonyw any zgodnie z regułą  (rys. 4.2)

p(x ,  x %,k) =  min (z , £**). (24)
r»*€C/'
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Rys. 4.2. Reguła podejmowania decyzji w przypadku algorytmu N N  zakłada, że 
nieznany obiekt (oznaczony gwiadką) zostanie zaklasyfikowany do tego obrazu, 
do którego należy obiekt ciągu uczącego, położony najbliżej w przestrzeni cech 
(na rysunku -  trójkąt)

P r z y k ł a d .  M etoda N N  jest chętnie stosowana w automatyzacji diagnostyki 
medycznej, gdyż jest prosta pojęciowo i odpowiada intuicyjnie akceptowalnej 
zasadzie wskazywania -  jako przypuszczalnej diagnozy -  tej choroby, na którą 
cierpiał pacjent mający najbardziej podobne objawy do aktualnie badanego.
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A lgory tm  tej m e tody  opiszemy, s tosując powszechnie przyjm ow aną w li­
te ra tu rze  inform atycznej notację pascalopodobną.  N otacja ta  zak łada  p od ­
porządkowanie  zapisu regułom  zbliżonym do obowiązujących w języku Pas­
cal, je d n ak  zapis nie je s t  w ścisłym sensie p rogram em  w Pascalu, ponie­
waż wiele m ało  istotnych a  uciążliwych szczegółów algorytm u zastępuje 
się słownym i om ówieniam i. Przy prezentacji tego algorytm u przyjm uje  się 
następu jące  założenia: zdefiniowane są następujące tablice i zmienne oraz 
funkcje (w nawiasach p o d an o  oznaczenia używane we wzorach):

num class -  liczba rozpoznawanych klas ( ¿ ) ,

d i m  -  w ym iar przestrzeni cech (n ) ,

n u m  -  liczba obiektów ciągu uczącego ( N ),

sam p l[l . .  n u m ] [ l . .  d im  4- 1] — ciąg uczący ( i / ) ,

r e c  -  identyfikator rozpoznanego obrazu (x),

o b j [ l . .  dim] -  rozpoznawany obiekt (z).

d ist(sam p l [k], o b j )  -  funkcja podająca  odległość (p ) między k - t y m  
e lem entem  ciągu uczącego a  rozpoznawanym  obiektem

p r o c c d u r e  NNrec (obj, v a r  rec);
begin

rec :=  0; min :=  MaxReal; 
f o r  k :=  1 t o  num  d o

i f  dist(sampl[k], obj) <  m in then  
b eg in

min :=  dist(sampl[k], obj); 
rec :=  sampl[k] [dim 4- 1); 

e n d
e n d

4 . 3 .  M e t o d a  a N N

C zy s ta  m e to d a  N N  ( tak , ja k  j ą  przedstawiono) m a  liczne wady. J e d n ą  
z nich je s t  jej duża  wrażliwość na  błędy ciągu uczącego U (rys. 4.3). Is to t­
nie, jeśli błędnie określona zostanie przynależność i* chociaż jednego ele­
m en tu  x k ciągu uczącego U , to  wówczas całe jego otoczenie będzie błędnie 
klasyfikowane.
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a)
* 2*
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Rys. 4.3. Jeśli położenie (a) lub sklasyfikowanie (b) chociaż jednego obiektu ciągu 
uczącego jest błędne, to  wówczas w pewnym obszarze przestrzeni cech mogą być 
podejmowane błędne decyzje

P r z y k ł a d .  W zadaniu automatycznej wizualnej identyfikacji elementów po­
dawanych przez robot do sterowanego cyfrowo centrum obróbczego przewidy­
wano rozpoznawanie metodą N N  z pokazem wzorców rozpoznawanych elemen­
tów poprzedzającym proces właściwego rozpoznawania (aby zapewnić elastycz­
ność systemu i jego zdolność do pracy z obiektami o różnych kształtach). Aby 
uniezależnić rozpoznawanie od powiększenia obrazu (obiekty mogły być bliżej 
albo dalej od kamery) a także od kąta obrotu (obiekty nadjeżdżały na trans­
porterze w dowolnych, przypadkowych położeniach), rozpoznawanie oparto na 
dwóch cechach: współczynniku kształtu konturu obiektu (stosunek powierzchni 
obiektu do kwadratu jego obwodu) i na liczbie występujących w nim otworów.

Rozpoznawaniu poddano łatwo odróżnialne obiekty: owalne pierścienie, pro­
stokątne podkładki z dwoma otworami i trójkątne gładkie pokrywy. Po uru­
chomieniu systemu doszło do uszkodzenia obrabiarki, ponieważ duża trójkątna 
pokrywa została przez robot umieszczona w małej szlifierce do pierścieni. Analiza 
wykazała, że robot zapamiętał wzorzec pokrywy w tej samej klasie, co wzorzec 
pierścienia, ponieważ odblask reflektora oświetlającego na gładkiej powierzchni 
pokrywy układ rozpoznający potraktował jako „otwór", zaś liczba otworów sil­
niej wpływała na wartość używanej metryki niż współczynnik kształtu. W re­
zultacie jeden błędnic zapamiętany wzorzec wygenerował całą klasę fikcyjnych 
„trójkątnych obiektów z jednym otworem” , rozważanych jako pierścienie.
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a) !>)

Rys. 4.4. M etoda a N  N  zapobiega błędom wynikającym z pomyłek w ciągu uczą­
cym (a), ale ogranicza czułość metody (b)

Aby efekt ten  ograniczyć, wprow adza się m etodę a N N  (rys. 4.4). W 
m etodzie  tej s tosu je  się p a ra m e tr  <*, k tórego w ybór de term inu je  własności 
m etody . P a ra m e tr  ten je s t  w ybierany arb itra ln ie , jed n ak  w ten sposób, aby

a  <C m in (25)
*€/ V '

W  prak tyce  a  j e s t  m a łą  liczbą całkowitą.

Przykład. W zadaniu automatycznego rozpoznawania samogłosek dokony­
wano prób  rozpoznawania m etodą a N N  przy różnych wartościach parametru a. 
Uzyskane wyniki przedstawiono w tabeli 4.2. Jak widać, zarówno za mała, jak  
i za duża  wartość a  powoduje pogorszenie jakoćci rozpoznawania (rys. 4.5).

Po  określeniu  a  i pojawieniu się obiektu  rozpoznaw ania  x  obliczane 
są  wartości odległości tego ob iek tu  od wszystkich obiektów ciągu uczą- 
cego p ( x , x k ), k =  1 ,2 , N astępnie dokonuje się uporządkow ania
ciągu uczącego w edług rosnących odległości, wprowadzając num ery  u =  
1, 2 ,

u =  {<*', i"), V? =  1,2, . . . .  AT}. (26)

przy czym
V„,„ [i/ >  ¡1 => />(i,x*') >  K i , * ' ) ]  • (27)
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T a b e la  4 .2 .  Zależność prawdopodobieństwa poprawnego rozpoznania 
od wartości param etru o- w metodzie a N N

W artość a Prawdopodobieństwo 
poprawnego rozpoznania

1 0,923
2 0,962
3 0,974
4 0,963
5 0,969

N astępnie  wybiera  się a  początkowych obiektów ciągu, tworząc podzbiór

u °  =  {<x“ , n ,  |/ =  1 , 2 , (28)

rozbijany n a  podzbiory  (ewentualnie puste) związane z poszczególnymi
1/1 aca mi

U a -i = { { x v , i" ) ,  K o A i '  =  <}. (29)

Rys. 4.5. Przybliżona zależność liczby pomyłek przy rozpoznawaniu metodą 
a N N  od param etru  a  wykazuje, że niekorzystne jest przyjmowanie zarówno 
zbyt dużego ja k  i zbyt małego a

Funkcje przynależności d la  m etody  a N N  m ożna teraz wyznaczyć na  
podstaw ie  liczebności podzbiorów U a,t

C*(x) = # U a,i '} i =  1,2, (30)
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Zasadę tej m e to d y  p rzedstaw im y -  ja k  poprzednio -  w postaci pseu- 
dopascalowskiego a lgory tm u. Założenia d la  tego algorytm u są  tak ie  same, 
j a k  p rzytoczone w podrozdziale  4.2 z następu jącym i uzupełnieniami:

a lp h a  -  zm ien n a  określająca p a ra m e tr  a ,

t a b [ l . . n u m ] [ l . .  2] -  tab lica  odległości,

so r t(ta b ) -  funkcja  dokonująca  sortow ania  tablicy  tab,

f u n [ l . .  numclass] -  ta b e la  wartości funkcji przynależności,

p o in tm ax(fu n ) -  funkcja  wskazująca num er klasy, d la  której wartość 
funkcji przynależności je s t  m aksym alana .

proced u re A lphaN N rec  (obj, var rec); 
b eg in

fun :=  0 ; {wyzerowanie całej tablicy}
for k :=  1 to  n u m  do  

b eg in
tab[k][l] :=  dist(sam pl[k], obj); 
tab[k][2] :=  sam pl[k][dim +l]; 

end  
so r t( tab ) ;
for k := 1 to  alpha do

fun[tab[k](2]] :=  fu n [tab [k][2]] -f 1; 
rec :=  po in tm ax(fun);

end

4.4 .  M e t o d a  j ^ N N

Pokrewne własności do  m etody  a N N  m a  algory tm  jjvJVAf, k tórego is to ta  
polega n a  określan iu  przynależności nieznanego obiektu  X_ do tej klasy i , 
do której należy j ^ - t y  w kolejności elem ent zbioru U uporządkowanego 
według reguł określonych wzoram i (26) i (27). Formalnie m ożna  zapisać, 
że funkcje przynależności są  określone wzorem:

<?'(*) = i<iw„  (31)
gdzie funkcja  zgodności 6 (delta Kroneckera)  je s t  określana wzorem:

¿ =  ^!a  •t * v ’ (32)
1 d la  fi =
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zaś zapis ijN oznacza wskaźnik przynależności j u - tego elem entu  uporząd­
kowanego ciągu uczącego (26). W  litera turze m ożna znaleźć dowody iden­
tyczności własności a lgory tm u  j j ^ N N  i procedury a N N  d la

j N = (33)

gdzie en t( / i )  oznacza  część całkow itą  liczby rzeczywistej /¿. W  praktyce  
obserw uje  się wyraźnie  gorsze działan ie  a lgorytm u j ^ N N  od  dz ia łan ia  a l­
g o ry tm u  a N N  i d la tego  jego  p rezen tac ja  w niniejszej książce m a  charak ter  
jed y n ie  po rządkow y(2).

P r z y k ł a d .  W pracy doktorskiej L .Kota [59] badano -  między innymi -  jakość 
rozpoznawania spółgłosek szumowych(3). Wykazano, że poprawność rozpozna­
wania głoski Z uzyskiwana za pomocą algorytmu N N  wyraża się odsetkiem 
71,4% poprawnych identyfikacji. Algorytm a N N  dla a  =  5 pozwolił uzyskać 
aż 91,0% poprawnych odpowiedzi, natom iast wartość uzyskana za pomocą algo­
ry tm u  ) n N N  wynosiła 61,9% poprawnych rozpoznań.

Na zakończenie ja k  zwykle podam y  a lgory tm  m etody  j ^ N N . W y m ag a  
on ty lko  w prow adzenia  jednej dodatkowej zmiennej w stosunku  do algo­
ry tm u  opisanego w poprzedn im  podrozdziale:

p o i n t  -  w y b ran a  w artość j n

proced u re jN .N N rec  (obj, var rec);
beg in

fun :=  0 ; {wyzerowanie całej tablicy}
for k :=  1 to  num  do  

beg in
tab[k][l] :=  dist(sam pl[k], obj); 
tab[k][2] :=  sampl[k][dim-f-l]; 

end  
so r t( tab ) ;
rec :=  tab[poin t]  [2];

end

(2 ) Łatw o zauw ażyć, że m eto d y  a N N  i j f j N N  sprow adząją się do podstaw ow ej reguły  
N N  d la  a  =  1 ( j #  =  1).

(3 ) P rzy  przygotow yw aniu  p rzyk ładu  w ybrano  tę  klasę głosek, poniew aż daw ała  p o d ­
staw y do  porów nań.
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4 .5 . P o d s u m o w a n ie

A lgory tm y  minim alnoodległościowe są  chętnie stosowane w praktyce  ze 
względu n a  p ros to tę  i intuicyjność, a  także dlatego, że d a ją  stosunkowo do­
bre wyniki (m a ły  wskaźnik błędnych rozpoznań). S ą  one jed n ak  kosztowne 
w realizacji, gdyż w y m agają  archiwizowania całego ciągu uczącego U w p a ­
mięci sy s tem u  rozpoznającego oraz czasochłonnego obliczenia odległości p 
rozpoznaw anego ob iek tu  x  od wszystkich elementów ciągu uczącego x k , co 
w ogólnym  przypadku  zm usza do stosow ania dużych mocy obliczeniowych 
lub godzen ia  się z d ług im  czasem rozpoznawania.

P r z y k ł a d .  Długość ciągu uczącego N  ma wpływ nie tylko na  zajętość pa­
mięci i na  czas obliczeń, ale również wpływa na dokładność rozpoznawania. Kon­
kretne wyniki, uzyskane przy rozpoznawaniu samogłosek z wykorzystaniem me­
tody N N  przedstawiono w tabeli 4.3.

T a b e la  4 .3 .  W pływ długości ciągu uczącego na dokładność 
rozpoznawania

Długość ciągu 
uczącego

Procent poprawnie 
rozpoznanych głosek

13 0,923
30 0,933
46 0,935
61 0,918
101 0,980
203 0,961



5. M E T O D Y  W Z O R C Ó W

5*1. M e t o d a  u o g ó ln io n y ch  w zorców  ł o to c z e ń  k u lis ty c h

W  m eto d ach  om awianej grupy odwzorowanie C sprowadza się do określe­
n ia  zawierania  się nieznanego obiektu  x  w obszarze wzorca ¿-tej klasy W * 
( W * C X )  (rys. 5.1). Funkcję przynależności m ożna tu  formalnie zapisać 
w postaci:

c i U )  =  { j  d l a  Ł .e W ' '
 ̂ U w przeciwnym przypadku.

(34)

Rys. 5.1. I lustracja  pojęcia wzorca
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N atu ra ln ie ,  kluczowym problem em  staje  się przy ty m  sposób definicji 
wzorca W \  W  na jprostszym  przypadku wzorzec m ożna utożsam iać z o d ­
pow iednim  podzbiorem ciągu uczącego (porównaj (19) i (20))

W * =  U \  (35)

R eguła  decyzy jna  o p a r ta  n a  funkcji przynależności (34) sprow adza się 
wówczas do reguły pokrycia pun k tó w , której zale tą  może być w ogólnym 
p rzypadku  m ały  p rocent błędnych rozpoznań. Przy odpowiedniej s t ru k tu ­
rze przestrzeni cech X  (gruba dyskretyzacja  wartości cech x j )  liczba decyzji 
neu tra lnych  i0 (braków odpowiedzi -  porównaj (13), (14) i (15)) może być 
zadow alająco m a ła  (rys. 5.2).

A o  obiekty  ciągu uczącego 
X obiekt rozpoznawany

Rys. 5.2. P rzy dyskretyzow anych cechach praw dopodobieństw o ropoznania me­
to d ą  pokrycia punktów  je s t bardzo duże

P r z y k ła d .  W zadaniu diagnostyki medycznej często w ystępują cechy przyj­
m ujące tylko kilka wartości: wymioty w ystępują lub nie, gorączka może być silna, 
słaba  lub może wcale nie występować, liczbę chorobotwórczych drobnoustrojów  
w badaniach m ikrobiologicznych oznacza się w skali:



-  (brak), 4* (obecne),
-f +  (liczne), +  +  +  (bardzo liczne).

Przy takiej dyskretyzacji przestrzeni cech je st nader praw dopodobne pokrycie 
się punktów  ciągu uczącego z cechami diagnozowanego pacjenta.

Z ale tą  tej m etody  je s t  wyjątkowo prosty a lgorytm , k tó ry  w notacji 
pascalopodobnej może być zapisany następująco:

p r o c e d u r e  ident(obj, v a r  rec);
b e g i n

k :=  0 ;
r e p e a t

k : = k + l
u n t i l  k >  num  o r  dist(sampl[k], obj) =  0 ;
i f  k >  riurn th c m  rec :=  0 e l s e  rec :=  sampl[k][dim +  1];

e n d

O biek ty  użyte  w ty m  algorytm ie zdefiniowano w poprzednim  rozdziale. 
W  ogólnym  przypadku  om ów iona m e to d a  je s t  niepraktyczna, ponieważ 
występuje  ogrom ny odsetek braków decyzji i 0i co powoduje konieczność 
modyfikacji pojęcia wzorca W % w stosunku do definicji (35). Możliwe je s t  to 
między innym i poprzez wprowadzenie techniki otoczeń kulistych  (rys. 5.3). 
(Pojęcie kuli musi być tu  rozum iane w sposób uzależniony od przyjętej 
definicji m etryk i p  przestrzeni X ( 1).)

W ‘ = { x  : 3®*'* e  {/’> ( * , Z*'*) <  £*’*]}• (36)

W  definicji (36) is to tn ą  rolę odgryw ają  promienie otoczeń kulistych 
et,k. Ich w ybór determ inuje  własności metody, przy czym oczywiście każdy 
wzrost wartości et,k prowadzi do ograniczenia liczby decyzji odmownych 
i0 , ale równocześnie zwiększa odsetek decyzji błędnych. W  najprostszym  
przypadku  przy jm uje  się s ta łą  wartości et,k:

V,6/ ](£*'* =  s =  const]] . (37a)

W  przeciw nym  przypadku  m ożna ustalić każdą wartość e ' ,k n a  innym  
poziomie, n a  p rzyk ład  n a  podstaw ie reguły:

5 6  5. M etody wzorców

(37b)

( ’ ) P a tra  tak%c D o d a te k  1.
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CD
P2

PS P7 PS
Rys. 5.3. O toczenie kuliste m a k sz ta łt zależny od przyjętej m etryki (oznaczenia 
p i,  p2 odpow iadają  oznaczeniom  w D odatku 1)

W artość  e we wzorze (37a) może być w yb ie rana  w edług reguły

e — m in( m in  £*'*). (38)

Przyjęcie  zasady  (37b) pow oduje  polepszenie jakości (niezawodności i 
w iarygodności)  ro zp o zn aw an ia  (rys. 5.4), ale prowadzi do  dodatkow ego ob­
c iążen ia  pam ięci sy s tem u  rozpoznającego, gdyż konieczne je s t  p am ię tan ie  
wszystkich w artości ei ,k . P rzyjęcie reguły (37a) oszczędza pam ięć  i o g ra ­
nicza czas obliczeń, ale zwiększa p rocen t odpowiedzi odm ow nych i 0.

P r z y k ła d .  Przy identyfikacji obiektów obserwowanych za pom ocą radaru  
stosu je się -  obok innych m etod -  technikę rozpoznawania obrazów . N a p o d sta ­
wie zapam iętanych  zestawów cech echa radarowego wszystkich znanych obiektów  
(określone typy obiektów  latających, chm ury, s ta d a  ptaków  itp .) procesor kom ­
p u te ra  w spom agającego pracę kontrolera przyjm uje w stępne hipotezy na tem at 
tożsam ości określonych obiektów  rejestrow anych przez rad ar w nadzorow anym  
obszarze. S tosuje się przy tym  zawsze pewne tolerancje: wartości param etrów  
echa identyfikow anego obiektu uznane zostają za zgodne z zapam iętanym i war­
tościam i w zorca również w tedy, gdy nie są dokładnie identyczne, lecz różnią się 
o pew ną w artość -  oszacow aną z góry na podstaw ie możliwych błędów pom ia­
rowych.

O so b n y m  p ro b lem em  przy  stosow aniu m etod  otoczeń kulistych je s t  
nadm iarow ość  ciągu uczącego. Is to tn ie , ła tw o sobie wyobrazić, że przyj-
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Rys. 5.4. O toczenia kuliste o różnych promieniach pozwalają bardzo dokładnie 
odwzorować kształty  obszarów o różnej topografii

m ując regułę (37b) możemy doprowadzić do sytuacji (rys. 5.5) opisanej 
wzorem:

[/»($’'■*,i * ' " ) +  £*■" <  e’ *]]. (39)

W  tak im  przypadku  p u n k t ciągu uczącego znika wraz ze swoim 
otoczeniem  kulis tym  w otoczeniu p u n k tu  x ,,k i nie wnosi żadnej informacji 
w sensie funkcji przynależności (34). Ze względu na  optymalizację zajętości 
pam ięci i czasu obliczeń, punk ty  x t,h spełniające zależność (19) powinny 
być usuwane z ciągu U . Is tn ie ją  ogólne a lgorytm y takiego usuwania (por. 
[1] oraz [2]), s ą  one jed n ak  zbyt złożone, by je  tu  przytaczać.

P r z y k ła d .  W  system ach grom adzenia danych naukowych pochodzących z 
badań różnych laboratoriów  analizujących ten sam globalny tem at pojawia się 
z całą ostrością problem  usuwania informacji dublujących się, które mogą być 
identyczne pod względem treści, lecz mogą znacznie różnić się swoją formą. Przy­
kładem  tego typu systemów mogą być międzynarodowe banki danych, grom a­
dzące inform acje na tem at kodu genetycznego człowieka, lub system  LU NAR,
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Rys. 5.5. O toczen ia  różnych punktów  m ogą się niekiedy pochłaniać

w którym zestawiano wyniki międzynarodowych badań próbek gruntu księżyco­
wego. Stosowane i rozwijane metody eliminacji powtórzeń i stwierdzeń blisko­
znacznych, wykorzystywane w tych systemach, bazują często na osiągnięciach 
teorii rozpoznawania obrazów.

P rz y to c z m y  a lg o ry tm  m e to d y  o toczeń  kulis tych . Niech:

r a d i u s [ l . .  n u m ]  -  p ro m ien ie  (e) o toczeń  zw iąznych z kolejnym i ob iek­
ta m i  c iągu  uczącego

p r o c e d u r e  ba llrec  (obj, v a r  rec);
b e g i n

k :=  0; 
r e p e a t  

k :=  k +  1
u n t i l  k >  n u m  o r  d is t(sam pl[k ] ,  obj) < =  radius[k]; 
i f  k >  n u m  t h a n  rec :=  0 e l s e  rec :=  sam pl[k][d im  +  1];

e n d
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5 . 2 ,  M e t o d a  N M

Usuwając kolejne p u n k ty  z ciągu uczącego, doprowadzamy niekiedy do sy­
tuacji, w której każda k lasa i =  1 ,2 , . . . ,  L  reprezentowana je s t  przez jeden 
obiekt M 1 =  (m* , m ł , . . m ł ), zwany zwykle obiektem  m odalnym  lub -  
k rótko -  modą  (rys. 5.6). Dysponując właściwie dobranym i m odam i dla 
każdej klasy, m am y możność wyraźnego uproszczenia i przyspieszenia p ro ­
cesu rozpoznaw ania  poprzez stosowanie m etody  najbliższej mody.  (Przez 
analogię do m etody  N N  m e to d a  najbliższej m ody  bywa denotow ana sym ­
bolem  N M ) .  Funkcja  przynależności w tej metodzie może być określona 
w prosty  sposób jako

c ' ( l )  =  S E W + T '   <«»

co gw aran tu je  zarówno niewielkie zajęcie pamięci kom putera , ja k  i krótki 
czas obliczeń. Podstaw ow a trudność  przy stosowaniu m etody  N M  polega 
n a  złożonej i nie zawsze skutecznej technice wyszukiwania m ody M l (d la  
i =  1, . . . ,  L )  n a  drodze usuw ania  nadmiarowych  obiektów ciągu uczącego. 
Niekiedy procedurę w yszukiw ania m ody upraszcza się, s tosując operację 
uśredniania:

1  N t

t , , n .  (41)
kzz 1

Stosując  o p e ra to r  wartości oczekiwanej E{ }, możemy wzór (41) zapisać 
prościej jako:

gdzie wskaźnik k  przy sym bolu  E sygnalizuje względem jakiej num eracji 
prow adzono uśrednianie. Pow stałe  w ten sposób m ody często bywają wy­
starczająco  dokładnie  wyznaczone (rys. 5.7), aby rozpoznawanie według 
reguły  (40) z ich pom ocą  daw ało zadowalające rezultaty, jakkolwiek m.in. 
w pracy  [4] p odano  wiele przykładów błędnego funkcjonowania algorytmów 
opartych  n a  wzorach (40) i (41) w przypadku „złośliwego” doboru ciągu 
uczącego U lub niekorzystnej topografii obszarów wyznaczanych w prze­
strzeni X  przez obiekty poszczególnych klas (rys. 5.8). Mimo jednoznacz­
nej wymowy tych przykładów  m ożna znaleźć a rgum enty  wskazujące na
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Rys. 5.6. Zastępowanie ciągów uczących kJas obiektami modaJnymi M  jest jedną 
ze skutecznych metod redukcji pracochłonności rozpoznawania

celowość s to sow an ia  m e to d y  (40), (41) w obszernej klasie zadań  rozpozna­

w ania . N iekiedy is tn ie je  bow iem  abstrakcy jny  idealny wzorzec każdej 
klasy, do  k tórego  dążą , jakkolw iek w sposób niedoskonały, wszystkie kon­
k re tne  realizacje  ob iek tów  x t,k z danej klasy.

P r z y k ła d .  Sytuacja tego typu ma miejsce w przypadku rozpoznawania rę­
kopisów. Każda litera pisana dowolnym charakterem pisma jest zniekształconym 
naśladownictwem wzorca z podręcznika kaligrafii lub elementarza.

Jeżeli założym y, że n a  p łaszczyźnie cech stanow iących bazę przestrzeni 
X  zn ieksz tałcen ie  polega n a  d o dan iu  d o  w ektora  wzorca (zbioru cech o b ­

razu  d la  k lasy) w ek to ra  przypadkowego g * k o zerowej wartości ocze­
kiwanej i ograniczonej w ariancji wszystkich składowych:

+fś'k, (42)

V,€ /[E fc{£'■■*} =  E * { ( / i t* )2} <  <»], (43)
|/ = 1
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--------------------------------------------------------------------------
z \

Rys. 5.7. P rzyjecie m ody M  jako  środka ciężkości (średniej) obiektów  rozw aża­
nych klas byw a bardzo  dobrym  rozw iązaniem  w przypadku klas o regularnych i 
stosunkow o prostych kszta łtach

to  wówczas wzór (41) okreś la  sposób  znalezienia nieobciążonego najefek­
tyw nie jszego  e s ty m a to r a ( 2) Ą£* idealnego wzorca Af*.

P r z y k ła d .  M etody rozpoznaw ania obrazów stosowane są  niekiedy do oceny 
ekonom icznych wyników dzia łan ia  przedsiębiorstw . W zorce M l m ogą być wów­
czas w yznaczane m etodam i ekonom etrycznym i.(3 )

P rzy to c z o n e  rozum ow an ie  zaw iera  dużo  tru d n y ch  do  sp raw dzen ia  za­
łożeń ( n a  p rz y k ła d  E ¿ /i1,4 = 0 ) i w ogólnym  p rzy p ad k u  je s t  n iep rzydatne . 
M im o to  p ro s to ta  i za le ty  użytkow e m e to d y  rozpoznaw an ia  danej w zoram i 
(40) i (41) zachęca ją  do  p rób  je j p rak tycznego  stosow ania . Pow inien to  
u ła tw ić  n a s tę p u ją cy  a lg o ry tm , w k tó ry m  (poza  o b iek tam i zn an y m i z p o ­
p rzedn iego  rozdz ia łu )  należy w prow adzić  m acierz wartości m odalnych  jako  
tab licę

(2 ) E s ty m a to rem  określonego  p a ra m e tru  s ta ty sty czn eg o  nazyw am y w artość obliczoną 
n a  p o d staw ie  pew nej liczby obserw acji realizacji zm iennych losowych. W artość ta  
je s t  tak ż e  zm ien n ą  losow ą (jako  fu n k c ja  zm iennych losowych), p rzy  czym , jeśli w ar­
tość oczek iw ana je j b łę d u  w ynosi 0 , to  e s ty m a to r nazw iem y nieobciążonym , a  jeśli 
je j w a rian c ja  je s t  m in im aln a , to  dodajem y  p rzy m io tn ik  „najefektyw niejszy” .

(3 ) O b s z e rn ie js z ą  d y sk u s ję  ty c h  z a g d a n ie ń  z a w a r to  w sk ry p c ie  (60).
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Rys. 5.8. P rzyk łady  klas, d la  których średn ia nie je st dobrym  wzorcem d la  całej 
klasy

m o d e  [1 . .  n u m c l a s s ] [ l . .  d im ]  -  wartości m oda lne  ( M %)

i zmodyfikować funkcję d i s t ,  k tórej pierwszy p a ra m e tr  m a  obecnie (jako 
tab lic a )  w y m ia r  d i m  a  nie (d im  +  1) ja k  poprzednio . Tę zm odyfikow aną 
funkcję nazw iem y d i s t l

p r o c e d u r e  NM rec (obj, v a r  rec); 
b e g i n

rec :=  0; m in :=  M ax Real; 
f o r  i :=  1 t o  num class  d o  
i f  d is t l(m o d e[i] ,  obj) <  m in t h e n  

b e g i n
rec :=  i;
m in  :=  d is tl(m ode[i] ,  obj) 

e n d
e n d



6. M E T O D Y  A P R O K S Y M A C Y J N E

6.1. P o s ta w ie n ie  z a d a n ia

O m aw iane poprzednio  m etody  charakteryzowało dążenie do zaproponowa­
n ia  a lgory tm u rozpoznaw ania  opierającego się n a  rozmaitych intuicjach ge­
om etrycznych, związanych z położeniem w przestrzeni cech punktu  odpo­
wiadającego rozpoznaw anem u obiektowi x  w stosunku do zbioru punktów 
x t k tworzących ciąg uczący. Możliwe je s t  również całkowicie inne podej­
ście. J a k  wiadomo, poszukujem y odwzorowania C  (por. (19)) spełniającego 
określone założenia (por. ( 12)) i oczywiście zakładam y, że odwzorowanie 
tak ie  istnieje.  Możliwe je s t  więc następujące rozumowanie.

Funkcję przynależności C %( x ) m ożna (przy łatwych do spełnienia zało­
żeniach) rozwinąć w szereg względem ustalonej rodziny funkcji <p

co

Vi€/ k €A:[C i (x) =  ^ K > , ( x ) ] ] ,  (44)

gdzie użyte  funkcje bazowe tw orzą uporządkowaną rodzinę

* =  M ł ),<P2(s)< ■■ ■)■ (45)

W spółczynnik i rozwinięcia VJ (i =  1, . . L; u — 1,2, . . . ) ,  nazywane 
dalej wagami, w yznaczają konkre tną  funkcję C ' ( x )  . Będą one nadal głów­
nym  obiek tem  naszego zainteresowania, gdyż ustaliwszy rodzinę funkcji $ ,  
będziemy mogli zadanie  w ypracowania reguł decyzyjnych d la  poszególnych 
klas zastąp ić  zadan iem  wyznaczenia wartości wag V* (i  =  1 ,2, . . . ,  L).
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Aby postępow an ie  tak ie  by ło  efektywne, m usim y ograniczyć zakres sum o­
w ania  we wzorze (44). Załóżm y (co będzie przedm io tem  dalszych rozwa­
żań) , że funkcje p rzynależności C "(x )  dobrze rozw ijają  się w szereg wzglę­
dem  w ybranej rodziny funkcji <!>, w w yniku  czego wartości wag V 1 d la  
i/  >  m  m o g ą  być pom in ię te

vje/[v,>m[K;<£]]. (46)

W  efekcie m ożna  stosować zapis

m

C'(x) = J 2 vt M * h  (47)
u — 0

im pliku jący  ba rdzo  w y g o d n ą  z p rak tycznego  p u n k tu  widzenia sy tuację : do 
określen ia  wszystkich funkcji przynależności w ystarczy  wyznaczyć tylko 
Lin  w spółczynników  V*, k tóre  s ą  też je d y n ą  konieczną do zap am ię tan ia  
in fo rm ac ją  przy da lszym  rozpoznaw aniu. W  stosunku  do konieczności p a ­
m ię ta n ia  całego ciągu uczącego U d la  m e to d  m inim alnoodległościowych 
je s t  to  d u ża  oszczędność.

P r z y k ła d .  W  zadaniach analizy i rozpoznaw ania mowy rozważanych w pracy 
doktorskiej A. Izworskiego [61] stosowano ciąg uczący, obejm ujący ponad 36 ty­
sięcy próbek sygnału , będących w ektoram i w 96-wy miarowej przestrzeni cech. 
Do zapam ię tan ia  tego zbioru danych w przypadku używ ania m etod m inim alno­
odległościowych konieczne były 4 m egabajty  pam ięci. Tym czasem  przy rozpo­
znaw aniu w szystkich 40 fonemów języka polskiego z użyciem m etod aproksym a­
cyjnych konieczne było zapam iętan ie  zaledwie około 5 tysięcy współczynników 

, co w ym agało n iespełna 20 kB.

6 .2 .  P r o b l e m  w y b o r u  fu nk c j i  b a z o w y c h

Zasadn icza  trudność  przy  stosow aniu  w praktyce  wzoru (47) wiąże się z ko­
niecznością w yboru  rodziny  funkcji 4>. T rudność t a  w ynika z pot rzeby spe ł­
n ien ia  kilku w arunków . Po pierwsze, trzeba  zapewnić w arunki d la  zas tą ­
p ien ia  w zoru (44) wzorem  (47), czyli -  d o b rą  rozwijalność funkcji C ‘ (x) (o 
k tórych  nie wiem y nic poza  tym , że istnieją!) w szereg względem funkcji



rodziny Po drugie, wygodnie je s t  dysponować rodziną funkcji o rtogonal­
nych lub jeszcze lepiej -  o rtonorm alnych , to  znaczy spełniających warunki

VP.«'€[i.m][/i ^  v  => J  J  n * J  ■'Pv(ł )<Ił  =  0), (48)

V ^ €[i.m] J  f  -  j [ v ( z ) ] 2 d x = l .  (49)

O rtonorm alność  funkji bazowych powoduje, że poszczególne wagi VJ mogą 
być w yznaczane niezależnie, a  b łąd  wyznaczenia jednej z nich nie wpływa 
n a  błędy wyznaczenia pozostałych. Powstaje jednak  problem , jak  znaleźć 
rodzinę o rtonorm alnych  funkcji n  zmiennych (argum ent x  je st  wektorem), 
gdyż dobrze znane są  jedynie  odpowiednie rodziny funkcji jednej zmiennej 
(na  p rzykład  rodziny funkcji trygonom etrycznych, wykładniczych, wielo­
mianów Czebyszewa itp .) .  Zanim  podam y propozycje jednej z m etod  two­
rzenia rodziny funkcji <I>, musimy zastanowić się nad możliwością spełnienia 
w arunku  (46) i nad zapew nianiem  zbieżności szeregu (47).

Niewiele wiedząc o charak terze  funkcji przynależności C*(x), możemy 
jed n ak  przypuszczać, że są to  funkcje w miarę gładkie o małej dziwaczności  
(por. [5]). Pojęcie dziwaczności , m a  charakter intuicyjny i nieformalny, ale 
m ożna je  sprecyzować na  przykład w ten sposób, że funkcję będziemy uwa­
żać za  ty m  bardziej dziwaczną, im więcej m a ekstremów w pewnym u s ta ­
lonym przedziale zmienności swoich argumentów. Przypuszczenie o małej 
dziwaczności funkcji przynależności C ‘(£) wynika z intuicyjnego przekona­
nia o regu larnym  kształcie klas w przestrzeni X t gdyż dobre odseparowanie 
obszarów należących do różnych klas pozwala n a  ich rozgraniczenie s tosun­
kowo g ładką  hiperpow ierzchnią  w n-wymiarowej przestrzeni (por. rys. 6 . 1). 
Równanie hiperpowierzchni rozgraniczającej klasę /i od v  m a  oczywiście 
postać:

C ^ f e )  -  C y(*) =  0 . (50)

G ładkość granic obszarów w przestrzeni A' determ inuje więc m ałądziw acz- 
ność funkcji C ł (x) i na odw rót.

Jeśli teraz  rodzinę funkcji <J> wybierzemy w ten sposób, aby ze wzrostem 
num eru  porządkowego v  harm onik  y?„(*) rosła ich dziwaczność (własność 
taką  m ają  liczne rodziny funkcji jednej zmiennej, n a  przykład wielomiany 
Czebyszewa), to  wówczas warunek (47) będzie prostą  konsekwencją oczy­
wistego fak tu , że do budowy funkcji w ograniczonym stopniu  dziwacznej 
nie trz eb a  używać wysoce dziwacznych harmonik.
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------------------------------------------------------------------------------------------------------------
X\

Rys. 6.1. M ało skom plikowanym  kształtom  obszarów obrazów w przestrzeni cech 
odpow iadają  gładkie powierzchnie rozgraniczające te  obszary

P o s tu la ty  pod  ad resem  rodziny funkcji <f> m ożna  więc zebrać w nastę ­
pującej postac i:  m a  to  być rodz ina  o rtonorm alnych  funkcji n zm iennych 
o w zrasta jące j dziwaczności. Rodzinę ta k ą  m ożna  utworzyć n a  podstaw ie 
łatwro dostępnej rodziny funkcji jednej zmiennej o tych samych w łasno­
ściach. Niech f n ( z )  ( ^  =  0 , 1 , 2 , . . . )  będzie rodz iną  o rtonorm alnych  funkcji 
jednej zm iennej o  rosnącej dziwaczności. Wówczas m ożna  budować rodzinę 
<£, korzysta jąc  z form uły  kanonicznej

n

r?=i

w której spełn iony  m usi być w arunek

»7 = 1
= *  (52)

X2 i i
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N a tu ra ln ie ,  p o d a n a  fo rm u ła  je s t  niejednoznaczna, gdyż pozw ala  wy­
generować n  ha rm o n ik  rzędu 1 =  1 ), n (n  -  l ) / 2  ha rm on ik  rzędu 2

i ogólnie -  i/)!) harm on ik  rzędu u. To bogactw o może je d n ak  być
ła tw o opanow ane: m o ż n a  włączyć do rodziny <!> tylko niektóre harm onik i 
rzędu i/ a lbo  wszystkie, p o rządku jąc  je  według dowolnych a rb itra lnych  k ry ­
teriów  - j e s t  to  obo ję tne , gdyż w każdym  p rzypadku  o trzy m am y  p o trzeb n ą  
rodzinę  o rtogonalnych  funkcji o rosnącej (lub przynajm niej nie malejącej) 
dziwaczności.

P r z y k ła d .  Jako rodzinę funkcji jednej zm iennej o potrzebnych nam  własno­
ściach rekom endow ać m ożna rodzinę funkcji trygonom etrycznych

f n( z )  =  cos /tTz (53)

lub wielomianów Czebyszewa

l i ± ^ E I r _ L i £ z ^ E I r ,
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albo Legendre’a
i d*[(«ł - i n

Możliwe są także rozm aite inne funkcje -  dobierane przez użytkownika we­
dług  jego orientacji (lub dom niem ań) na tem at kształtu  linii granicznych obsza­
rów w przestrzeni cech.

Na zakończenie  rozw ażm y a lgo ry tm  budujący  funkcje bazowe <pu(x)  
n a  p ods taw ie  rodziny funkcji skalarnych f ^ ( z )  przy założeniu, że num ery  
h a rm o n ik  s ą  zad an e  tab e lą ,  co pozw ala  rozstrzygnąć p roblem  niejedno­
znaczności przy  num eracji  funkcji f ^ ( z ) .  P rzy jm iem y następu jące  nazwy 
nowych zm iennych i funkcji:

f i ( n ,  o b j )  -  w ektorow a funkcja  bazowa ( w f e ) ) »

f ( m , z )  -  skala rne  funkcje o r to n o rm aln e  ( f ^ ( z ) ) ,

h a r m u m [ l . .  d i in ]  -  ta b e la  num erów  dobieranych harm onik .

f u n c t i o n  fi(n: num ber; obj: object): r e a l ;  
v a r

m: num ber;  
b e g i n
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fi :=  1 ; m  :=  l\, 
w h i l e  n >  0 d o  

b e g i n
fi :=  fi * f(harm num [m ],obj[m ]); 
m :=  m +  1 ; i f  m >  dim t h e n  m := 1; 
n :=  n — harm num [m ]; 

e n d
e n d

6 .3 . W y b ó r  lin iow ej fu n k c ji  p rz y n a leżn o śc i

Mając w y b ran ą  u s ta lo n ą  rodzinę funkcji stajemy przed zasadniczym 
problem em : w ja k i  sposób n a  podstawie ciągu uczącego U określić wartości 
współczynników wagowych V* we wzorze (47)?

Zadanie  to  rozwiążemy w dwu etapach. Na początek rozważmy szcze­
gó lną  formę wzoru (47) przy założeniu, że m  = n oraz

y>„( x )  = z* ,  (56)

przy czym z definicji

M i )  =  1- (57)

Wówczas oczywiście wzór (47) przyjm uje  formę funkcji liniowej

n

+  C  (58)
U=l

Przy  takiej formie funkcji C l (x)  reguły iteracyjnego określania współ­
czynników wagowych V* d a ją  się wyjątkowo prosto zapisać, a  następnie  
(co zostan ie  wykazane) wynik ten ła tw o m ożna uogólnić d la  wzoru (47).

W ar to  przy ty m  zauważyć, że reguła  rozpoznawania dana  wzorem (58)
nie m a  bynajm niej wyłącznie teoretycznego znaczenia. Przeciwnie, je s t  to 
m e to d a  ze wszech m iar go d n a  uwagi ja k o  praktyczne narzędzie, warte  za­
s tosow ania  we wszystkich tych przypadkach, w których n a tu ra  rozważa­
nego problem u pozw ala  n a  zastosowanie takiej prostej reguły. Ponieważ
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w prak tyce  prawie nigdy nie wiadomo, czy rozważany problem jest sepa- 
rowalny liniowo(1) (rys 6 .2 ), przeto celowe je s t  we wszystkich przypadkach 
podejm ow anie  próby w ykorzystania m etody  (58) z gotowością do zanie­
chania  jej w przypadku  generacji zbyt dużej liczby błędów (rys 6.3). Argu­
m en tam i przem aw iającym i za celowością stosowania funkcji przynależności 
w postaci danej wzorem (58) są  między innymi:

-►
x\

Rys. 6.2. Liniowa separowalność klas oznacza, że pomiędzy obszary należące do 
poszczególnych klas m ożna wprowadzić granice w postaci hiperpłaszczyzny (na 
rysunku je st to  linia prosta)

1) p ro s to ta  a lgorytm u rozpoznawania (funkcję (58) łatwo zaprogram o­
wać i równie ła tw o zrealizować w formie uk ładu  elektronicznego);

2 )  m in im alna  liczba koniecznych do p am ię tan ia  elementów (po trzeba  
jedynie  L ( n  +  1) współczynników VJ)\

(*) Związek pom iędzy k sz ta łtem  funkcji przynależności a  form ą powierzchni rozgrani­
czającej obszary  w przestrzeni X  dany je s t wzorem (50). Po wstawieniu do  (50) 
funkcji danej fo rm ułą  (58), o trzym uje się rów nanie hiperpow ierzchni rozdzielającej, 
k tó ra  je s t płaszczyzną. S tąd  stosowalność wzoru (58) je s t ograniczona do zadań , 
w k tó rych  obszary w przestrzeni cech m ogą być rozgraniczane hiperpłaszczyznam i 
(separow alne liniowo).



3 )  p ro s ty  w realizacji a lg o ry tm  „uczenia” (u s ta la n ia  n a  p ods taw ie  ciągu 
U w artości V 1) -  p a t r z  p. 6.4;

4 )  b ezp o śred n i  zw iązek a lg o ry tm u  z m e to d ą  N M ;

5 )  p ro s ty  związek pom iędzy  wzorem  (58) a  z asadam i funkcjonow ania  
m ózgu  człow ieka [6].
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Rys. 6.3. P rzyk ład  zadan ia , k tó re  nie je s t liniowo separow alne: próba zastosow a­
nia h iperp łaszczyzny  rozdzielającej spow oduje pojawienie się błędnych rozpoznań

N iek tó re  z p rzy toczonych  a rgum en tów  w y m ag a ją  bardziej szczegóło­
wego rozw inięcia . Z aczn ijm y  o d  a rg u m e n tu  4, gdyż wcześniejsze a lbo  są  
oczyw iste , a lb o  z n a jd ą  szersze uzasadn ien ie  dalej. Is to tn ie , zak łada jąc , 
że zn an e  s ą  w ektory  wzorców h V  o raz  p rzy jm u jąc  m etrykę  Euklidesow ą 
(p a t r z  D l . l ) ,  rozp o zn a jem y  w m e to d z ie  N M  o b iek t x  j a k o  należący do 
k lasy  i, d la  k tó re j  od ległość

p 7U , K ' )  =  X ] ( x - m '»)7
l/=l

(59)
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je s t  m in im a ln a .  Ale p rzeksz ta łca jąc  wzór (59) ła tw o o trzym ać

n n nn

p 2( £ . m ’ ) =  • (6°)

Pierw szy  sk ładn ik  wzoru (60) je s t  identyczny d la  wszystkich klas i nie 
różnicuje  odległości, za tem  m ożna  go pom inąć  i rozpatrzyć jedyn ie  frag­
m e n t  u ję ty  w naw iasy p ros toką tne , przy czym -  ze względu n a  poprzedza­
ją cy  naw ias  znak  m in u s  -  decyzja  o  przynależności ob iektu  będzie pode j­
m o w an a  n a  p ods taw ie  m aksym alne j wartości fragm en tu  u ję tego  w nawias, 
k tó ry  m o ż n a  wobec tego uznać  za  ( in n ą  niż z ad a n a  wzorem (40), ale p ro ­
w adzącą  do  tych sam ych  decyzji) funkcję przynależności d la  m e to d y  N M .

i w ystarczy  dokonać  kilku oczywistych podstaw ień, by u tożsam ić  wzór (61) 
z fo rm u łą  (58). G eo m etry czn a  in te rp re tac ja  a lgory tm u  funkcji liniowych 
(58) je s t  więc oczyw ista : o p ie ra  się o n a  n a  rozgraniczaniu obszarów przy ­
należnych  do  określonego wzorca, przy czym -  odm iennie  niż w m etodzie  
N M  -  tw órca  a lg o ry tm u  nie musi się k łopo tać  wyszukiwaniem  wzorców 
A / ' ,  gdyż odpow iednie  obliczenia są  dokonyw ane au tom atyczn ie  w toku  
procesu  uczen ia  (p a trz  p. 6.4).

Jeś li  idzie o a rg u m en t 5, to  is to tn ie  wzór (58) może być in te rpre tow any  
ja k o  na jp ros tszy  opis funkcjonow ania  neuronu (e lem entarnej komórki m ó­
zgu), zaś z ad an ia  rozpoznaw an ia  rozwrażane w praktyce  bazu ją  n a  możliwo­
ści rozpoznaw an ia  określonych obiektów przez człowieka. Do zagadn ien ia  
tego pow róc im y w rozdziale 7.4.

W ym ien ione  a rg u m en ty  spraw iają , że m e to d a  rozpoznaw ania  o p a r ta  
n a  w ykorzystan iu  wzoru (58), w prow adzona w książce ja k o  e tap  rozwa­
żań  n a d  w łasnościam i ogólniejszej m e to d y  (47), je s t  przez wielu au torów  
tra k to w a n a  ja k o  niezależna, w artościow a m e to d a  rozpoznaw ania. Naszki­
cu jm y  za tem  -  wzorem  wcześniejszych rozdziałów -  sch em at a lgory tm u 
rozpoznaw an ia  d la  tej m etody . A lgory tm  ten o p a r ty  je s t  n a  identycznych 
założeniach , j a k  a lgo ry tm y  prezentow ane w poprzednich rozdziałach. Po­
trzebne  je s t  jed y n ie  wprow adzenie  tablicy

Z a tem n n
(61)

w e i g h t  [1 . . n u m c la s s ] [ 0  . .  d im ]  -  współczynniki wagowe (V*).



p roced u re linrec (obj, var rec); 
b eg in

for i :=  to  num class do  
beg in

fun[i] :=  weight [i][0]; 
for n :=  1 to  d im  do

fun[i] :=  fun[i] -f- weight[i][n] * obj[n]; 
end

rec :=  po in tm ax (fu n );
end
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6 .4 . M e t o d a  u c z e n ia  m a sz y n y

J a k  w ynika z dotychczasowych rozw?ażań, kluczowym problem em  je s t  okre­
ślenie wartości V* (i  =  1 v  =  0 ,1 ,  . . . ,  n)  na  podstaw ie ciągu 
uczącego

u  =  {<£*, i*)} ■ (62)

Przed  zaproponow aniem  odpowiedniej reguły uczenia wygodnie będzie 
wprowadzić kilka oznaczeń. Rozszerzmy wektor cech x , wprowadzając sk ła ­
dow ą o num erze 0  wartości (zawsze) wynoszącej 1; tak  poszerzony wektor 
oznaczm y następująco:

i  — ( r 0, Xi ł X2 , . . . , Xn) ^2) ••• ł^n)* (63)

O znaczm y p o n a d to  w artość funkcji decyzyjnej F  (por. (12)) d la  obiektu  
x  ciągu uczącego U przez

F k =  F ( C ‘( £ * ) , C V ) ,  . . . .  C ' ( x 1)) ,  (64)

przy czym założymy, że
F k €  I.  (65)

W prow adz im y  p o n a d to  no tację  u ła tw ia jącą  śledzenie zm ian wartości 
w spółczynników  V* w czasie prezentacji kolejnych obiektów ciągu uczącego 
U . W  ty m  celu wartości tych współczynników obowiązujące w ib-tym kroku



procesu  uczen ia  podczas  pokazu ob iektu  x k o przynależności ik oznaczymy
vi(k).

W  w yniku pokazu ob iektu  x k obliczane s ą  (na  podstaw ie  wartości 
V i ( k ) )  wszystkie funkcje przynależności C*(x*) i na  ich podstaw ie podej­
m ow ana  je s t  p ró b a  rozpoznaw ania, da jąca  w efekcie (zgodnie z p rzy ję tą  
konw encją) decyzję F k . R eguła  uczenia, pozw alająca ulepszyć zestaw wag 
Vy{h)  n a  podstaw ie  znajom ości x k , i k oraz F k , je s t  następująca:

V ?  (k  +  l )  =  V t k (k )  +  x l ,  (66)

vf\k + l) = v f (k )-x l  (67)

przy czym  v  — 0, 1, 2 Me t o d a  t a  m a  p ro s tą  in terpre tację  geome­
try czn ą  (rys. 6.4).
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Rys. 6.4. Proces uczenia polega na takim  przem ieszczaniu granicznej płaszczyzny, 
aby p u n k t błędnie klasyfikowany przy aktualnych wartościach współczynników 
wagowych był po korekcie klasyfikowany poprawnie



Należy zauw ażyć , że w procesie  uczen ia  u lega ją  zm ian ie  je d y n ie  wagi 
funkcji,  k tó re  a lb o  p o w in n y  by ły  ( i  =  **), a lbo  w rzeczywistości ( i =  F k ) 
p rzy ję ły  w artośc i  m ak sy m aln e ;  p o zo s ta łe  V*(k)  p o zo s ta ją  bez zm ian  d la  
k roku  (k  +  1 )

V ‘(k + 1) = V*(k), i ź  ik i ? i F  !/ = 0, (68)
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W  p rz y p a d k u  kiedy  p ró b a  ro zp o zn aw an ia  ob iek tu  powiedzie się (co 
oznacza , że F k =  **), wówczas żaden ze w spółczynników  wagowych nie 
u leg a  zm ian ie  (gdyż ko rek ty  zad aw an e  w zoram i ( 6 6 ) i (67) znoszą się).

n u m e r  kolejnej p rezen tac ji

Rys. 6.5. Jeśli obszary  rozpoznaw anych klas są  liniowo separow alne, to  kolejne 
w artości w spółczynników  wagowych uzyskiw ane w czasie uczenia d ążą  asym pto­
tycznie do pew nych ustalonych w artości (rysunek  pochodzi z pracy doktorsk iej 

A nny P op ieli-M izery )
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W  ten  sposób po  znalezieniu zestawu wag V* gw arantu jących  bezbłędne 
funkcjonow anie  a lgo ry tm u  proces uczenia de fac to  z a trzy m a  się.

M ożna  udow odnić  (dowód, ze względu na  jego znaczenie, przytoczony 
je s t  -  w yjątkow o -  w D o d a tk u  2), że niezależnie od sposobu w ybran ia  
początkow ych wartości współczynników wagowych VJJ(1), po skończonej  
liczbie pokazów  obiektów ciągu uczącego {(z*,**)} nastąp i ustalenie war­
tości VJ,  pozwalające bezbłędnie  klasyfikować wszystkie obiekt.y(2).

N a tu ra ln ie  teza  przytoczonego tw ierdzenia  funkcjonuje jedynie  wtedy,

num er kolejnej prezentacji

Rys. 6.6. B rak możliwości liniowej sepracji klas objawia się tym , że wartości 
w spółczynników wagowych w ykazują niegasnące oscylacje (rysunek pochodzi z 
pracy doktorskiej Anny Popieli-M izery)

(2 ) Form aln ie popraw ne rozpoznaw anie je s t zapew nione jedyn ie  d la  obiektów  ciągu 
uczącego, ale  zak ład ając  jego  reprezentatyw ność możemy przypuszczać, że gw aran­
c ja  obejm uje  w szystkie obiekty.
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Rys. 6.7. Poprawka położenia linii granicznej spowodowana przez jeden błęd­
nie sklasyfikowany punkt (gwiazdka) wywoła błędne sklasyfikowanie już uprzed­
nio poprawnie rozpoznawanych punktów (trójkąt) i kolejne korekty w przeciwną 
stronę

gdy  rozdzielenie za  p o m o c ą  h iperp łaszczyzn  je s t  w ogóle w ykonalne  lub -  
fo rm u łu jąc  to  s a m o  inaczej -  gdy  is tn ie ją  funkcje postaci (58), pozw alające 
n a  b ezb łęd n e  rozpoznaw anie . M im o tego ogran iczen ia  teza  tw ie rdzen ia  je s t  
b a rd zo  m o c n a ;  głosi o n a ,  że s to su jąc  wzory (66) i (67) zawsze znajdziem y 
rozw iązan ie  i to  po  skończonej liczbie p rezen tac ji  ob iek tów  ciągu uczącego 
(k tó ry  w raz ie  p o trzeb y  -  gdyby  n iezbędna  liczba pokazów o k aza ła  się 
w iększa  od  N  -  m oże  być prezen tow any  cyklicznie).

Pokażm y te raz  s t r u k tu r ę  a lg o ry tm u  uczenia. M usim y je d n a k  d o  wcze­
śniej w prow adzonych  in form acji i założeń dodać  kilka d oda tkow ych  zm ien­
nych:

co u n t -  licznik pow tó rzeń  p rezen tac ji  c iągu uczącego,

lim it  -  m a k sy m a ln a  liczba pokazów , po której p rze ryw a  się cykliczne 
p rzeszuk iw an ie  c iągu uczącego sygnalizu jąc  niepow odzenie  procesu ucze­
nia,
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error -  z m ie n n a  logiczna u s ta w ia n a  w m om encie  s tw ierdzen ia  pom yłki 
p rzy  p rób ie  rozpoznaw an ia ,

lin rec(sam p l[k ]) -  funkc ja  d o s ta rcza jąca  nu m eru  klasy rozpoznanej 
d la  a k tu a ln ie  rozw ażanego ob iek tu  przez a lgo ry tm  funkcji liniowych (m oże 
to  być a lg o ry tm  w prow adzony  w p o p rzed n im  podrozdziale),

f a i l  -  p ro c e d u ra  w y w oływ ana  w p rzy p ad k u  niepow odzenia,

s u c c e s s  -  p ro c e d u ra  w yw oływ ana  w w yniku  nauczen ia  p rocedury  p o ­
praw nego  rozpoznaw an ia .

Z a k ła d a m y  też, że tab l ic a  sam p l (zaw ierająca ciąg uczący) zo s ta ła  
rozszerzona w ten  sposób , że zaw iera  także  zerowe sk ładow e wektorów 
ł  (w szystk ie  rów ne 1). T a b lic a  m a  w ym iary  s a m p l [ l . .  num][0 . .  d im  +  1].

p roced u re  learnig;
b eg in

w eight :=  0 ; {wyzerowanie całej tablicy}
co u n t  :=  0 ;
rep ea t

erro r  :=  FALSE;
f o r  k :=  1 t o  n u m  d o
b eg in

rec :=  linrec(sam pl[k]); 
id en t :=  sam pl[k][dim  +  1]; 
e rro r  :=  rec < >  ident; 
i f  erro r th en  

for n :=  0 to  d im  do  
b eg in

weight[ident][n] :=  weight[ident][n] +  sampl(k][n]; 
weight[rec][n] :=  weight[rec][n] — sampl[k][n]; 

e n d ;
end
coun t :=  c o u n t +  1 ; 
u n til n o t erro r or coun t >  limit; 

i f  erro r th e n  fail e lse  success;
en d

W a r to  zwrócić uwagę n a  fak t,  że zbieżność procesu uczenia m o żn a  oce­
nić bezp o śred n io  z obserwacji przebiegu zm ian  wartości V J (k )  w funkcji 
kolejnych pokazów k.  Jeśli klasy s ą  liniowo rozdzielne i proces uczenia jest 
zbieżny, to  wówczas wartości wag asym pto tyczn ie  d ą żą  do swych w arto ­
ści us ta lonych  (rys. 6 .5), w przeciw nym  razie obserwuje  się silne oscylacje
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(rys. 6 .6 ), pochodzące  od ciągłych obrotów' płaszczyzny granicznej, w ym u­
szanych b łędnym i rozp o zn an iam i (rys. 6.7).

6 .5 .  M e t o d a  fu n k c j i  n ie l in io w y ch

M ożem y te raz  wrócić d o  ogólnego sfo rm ułow ania  z ad an ia  (wzór (47)). J a ­
kie zale ty  m oże mieć zastosow anie  ogólnej form uły  (47) w s to su n k u  do 
wzoru d la  funkcji lin iowych (58)?  O tóż  wydaje się, ze m ożna  wskazać przy­
na jm n ie j  dwfa  powody, d la  k tó rych  użycie form uły (47) może przynieść 
sukces w w arunkach , kiedy wrzór (58) nie doprow adził do zadowalających 
wyników:

1. S tosu jąc  w'zór (47), m ożem y generować w przestrzeni cech powierzch­
nie rozgran iczające  o  dowolnych k sz ta ł tach  (por. (50)), a  nie ty lko hiper- 
płaszczyzny. Pozw ala  to  n a  rozgraniczenie obszarów liniowo nieseparowal- 
nych. Ju ż  ty lko  zastosow anie  we wzorze (47) wielomianów drugiego s to p n ia  
pozw ala  uzyskiw ać ja k o  powierzchnie separujące: elipsoidy, parabolo idy , 
h ip e rbo lo idy  oraz ich dowolne kom binacje.

2. S to su jąc  wrzór (47), m am y  do dyspozycji m  dobieranych w spółczyn­
ników, przy  czym  n a  ogół m  >  ( n +  1). Istnieje  zaś tw ierdzenie pokazujące 
związek pom iędzy  liczbą nastaw ia lnych  wag a  p raw dopodob ieństw em  po­
p raw nego  ro zp o zn aw an ia  (por . [7]), przy czym wniosek z tego tw ierdzenia

w skazuje n a  celowość zw iększania  m  w p rzypadku  trudnośc i z rozpozna­
w aniem .

T ak  więc celowe je s t  przyjęcie m e to d y  rozpoznaw ania  oparte j n a  funkcji 
p rzynależności postac i:

m

C ‘ (X) =  £  (69)
u=0

J a k  w p rz y p a d k u  takiej funkcji prowadzić proces uczenia, to  znaczy 
zn a jd o w an ia  wag ? O tóż  ła tw o wykazać, że skuteczny je s t  ponow nie 
a lg o ry tm  d a n y  w zoram i (6 6 ) i (67) p od  w arunk iem  odm iennego  z in ter­
p re to w an ia  zm odyfikow anej zm iennej x.  Załóżmy, że związek pom iędzy 
w ek to rem  cech x  a  w ek to rem  zm odyfikowanym  x  j e s t  dany  nie wzorem  
(63), lecz zależnością:

x v -  <pv (x ) \  v  -  0 ,1 ,  . . . ,  m. (70)
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Wówczas m
C -(x )  =  C ‘( i )  =  £  V &  (71)

u=0

i wzory (66), (67) i (6 8 ) m ogą  być stosowane bez ograniczeń. Możemy to  in­
te rpre tow ać  między innymi w ten sposób, że wzór (70) zadaje transform ację  
n -wymiarowej przestrzeni cech w m -wym iarową przestrzeń „prostu jącą” , 
w której to  przestrzeni obszary należące do różych klas, nieseparowalne 
liniowo w przestrzeni cech, d a ją  się rozgraniczać hiperpłaszczyznam i (71).

O cena  szans powodzenia rozpoznawania w konkretnym  zadaniu  z wy­
korzystan iem  m etod  funkcji przynależności C ł (x) mających postać  agre­
gatów  określonych funkcji <pv je s t  bardzo trudna . Jednak  w sposób dość 
ogólny m ożna wykazać, że praw dopodobieństw o poprawnego rozpoznania  
wyraźnie w zras ta  przy przejściu od funkcji C*(x)  liniowych do -  boga t­
szych w możliwości -  funkcji nieliniowych. Dzieje się tak  dlatego, że -  jak  
w spom niano  -  n a  ogół m  >  n. N a przykład d la  funkcji C ' ( x )  kwadratowej 
m  =  n (n  -f 3 ) /2 ,  zaś d la  funkcji C ‘(x) będącej wielomianem stopn ia  /i

m  =

gdzie
(*  + !*)'■ 

nlfil

oznacza sym bol Newtona.

W pływ  wielkości m  n a  prawdopodobieństw o prawidłowego rozpoznania  
oszacować m ożna  n a  podstaw ie następującego prostego rozumowania: N  
punktów  (n a  p rzyk ład  wszystkie punkty  ciągu uczącego) podzielić m ożna 
n a  dwie klasy (rozważam y najprostszy przypadek /, =  2) ogółem na  2 iV 
sposobów (3). Za pom ocą  hiperpłaszczyzn(4) w m-wy miarowej przestrzeni 
te  N  punk tów  podzielić m ożna n a  L ( N ,  m ) sposobów. Zatem  praw dopo­
dobieństw o tego, że u d a  się za  pom ocą  generowanego w procesie uczenia

(3 ) Z akładam y, że w szystkie p u n k ty  zna jdu ją  się w m -wym iarowej przestrzeni w tak  
zw anym  ogólnym  położeniu , co oznacza, ze żaden podzbiór m  4-1 punktów  nie leży 
w całości n a  żadnej (m  — 1)-wymiarowej hiperpłaszczyźnie (n a  p rzyk ład  d la  m  =  2 
oznacza to , że żadne trzy  p u n k ty  nie leżą n a  jednej prostej).

(4 ) F u n k c je  C ‘ (x ) g e n e ru ją  zaw sze p o d z ia ły  liniow e m -w ym iarow ej p rzes trzen i p ro s tu ­
ją c e j, z a d a n e j tra n s fo rm a c ją  x w =  w ( £ ) -



liniowego p o d z ia łu  od tw o rzy ć  p o trzeb n e  p rzyporządkow anie  N  p u n k tó w  
d o  dw óch klas szacowrać m o ż n a  za  p o m o c ą  formuły:

P r a w d ( N , m )  =

W  zasadz ie  d la  u zasa d n ien ia  tezy, że zwiększanie m  zw iększa szansę 
sukcesu  przy  ro zp o zn aw an iu  w ystarczy ło  by w ykazać, że P r a w d ( N , m )  je s t  
ro s n ą cą  fu n k c ją  swego drug iego  a rg u m e n tu .  J ed n a k  specyfika tego wzro­
s tu  s k ła n ia  d o  p o k a za n ia  tu  k ilku  szczegółów. W  ty m  celu m usim y bliżej 
określić  funkcję  L ( N , m ) .  S tosunkow o ła tw o  j e s t  określić je j w artości d la  
m a ły c h  N  o raz  m  =  2, n a  p rz y k ła d  z ry su n k u  6.8 ła tw o w yw nioskow ać(5), 
że 1 ( 4 ,2 )  =  14. Dowolne w artości L ( N } m )  m o g ą  być obliczone z fo rm uły  
rekurency jnej:

L ( N t m )  =  L ( N  -  1, m ) +  L ( N  -  1, m  -  1), 

w ykorzystyw ane j w araz  z oczyw istym i w arunkam i granicznym i:

L ( l ,  m )  =  2 o raz  L ( N ,  1) =  2 N \  

ew en tu a ln ie  m o ż n a  je  o trz y m y w ać  w prost ze wzoru:

{ 2 n  d la  N  < rn .

Dość uc iąż liw a  obliczeniow o p o s tać  obydw u zależności u zasad n ia  ce- 
lowść p o k a za n ia  zm ienności te j funkcji w postaci tabe la ryczne j (zebrano  
w artośc i L ( N ym )  d la  N  <  8 i m  <  6 ) -  ta b e la  6.1

Z na jąc  w artośc i funkcji L ( N y m )  m ożem y określić przebieg p raw d o p o ­
d o b ie ń s tw a  P r a w d ( N i m ) .  Ł a tw o  zauw ażyć, że lim  P r a w d ( N ym )  =  0

m—* 0
oraz , zgodn ie  z zapow iedzią , lim  P r a w d ( N , m ) =  1. P rz y d a tn e  z p u n k tu
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(5 ) A n a lizu jąc  ry su n ek  w a rto  zw rócić uw agę, że każda z narysow anych linii (będących  
szczególnym i p rzy p ad k am i h iperp łaszczyzny  d la  m  =  2) generu je  dwa  m ożliw e po­
d z ia ły : p rzy k ład o w o  jed en , w k tó ry m  p u n k ty  a;i i X2  n a leżą  do  k lasy  i =  l r zaś 
p u n k ty  x$  i xą  d o  k lasy  i  =  2,  o raz  d ru g i, w k tó ry m  x \  i X 2  n a leżą  do  k lasy  i =  2, 
zaś X3  i n a leżą  do  k lasy  t =  1.
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Rys. 6.8. D ychotom ie liniowe dla rn =  2 oraz N  =  4

T a b e l a  6 .1 .  W artość  funkcji L ( N ,  m )  d la  N  <  8 i m  <  6

Liczba

punktów’

W ym iar przestrzeni cech

1 2 3 4 5

1 2 2 2 2 2

2 4 4 4 4 4
3 6 8 8 8 8

4 8 14 16 16 16
5 10 22 30 32 32
6 12 32 52 62 64
7 14 44 84 114 126
8 16 58 128 198 240

widzenia zastosowań je s t  n a to m ias t  stwierdzenie, że P r a w d ( N , m * )  =  1 /2  
d la  m* =  ¿ N  — 1 , a  także  dostrzeżenie fak tu , że w pobliżu m* następuje  
szybkie przejście od P r a x v d ( N ,m )  =  0 do P r a w d ( N , m )  =  1. Przejście to  
je s t  szczególnie gw ałtow ne d la  dużych N , m ożna bowiem wykazać, że

lim P r a w d ( N , m ‘ +  e) =  1,
N-+og

lim  P r a w d ( N } m* — e) =  0,
N — oo
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d la  każdego (dowolnie m ałego) e. J a k  z tego wynika, początkow y brak  p o ­
w odzen ia  przy  p róbach  rozpoznaw an ia  m o żn a  (z p raw dopodob ieństw em  
zm ie rza jący m  d o  jedności!) zam ienić n a  sukces zwiększając m . Oczywi­
ście zwiększanie w y m ia ru  p rzestrzen i m  musi odbyw ać się poprzez w pro­
w adzan ie  tak ich  now ych sk ładow ych, k tó re  is to tn ie  wnoszą nowe infor­
m acje . M o g ą  to  być doda tkow e cechy ale m o g ą  to  być także  nowe 
tra n s fo rm a c je (6) <pv ju ż  zarejestrow anych cech x.  Niezależnie je d n a k  od 
tego, ja k ie  m echan izm y zw iększania  m  zastosujem y, należy wykazać cier­
pliwość i konsekwencję, poniew aż n igdy nie w iadom o, ja k  daleko je s t  do 
w artości k ry tycznej m*.

W  zw iązku z p ro s tą  i n a tu ra ln ą  relacją, j a k a  istnieje pom iędzy  om ó­
w io n ą  m e to d ą  rozpoznaw an ia  z w ykorzystan iem  funkcji liniowych (p. 6.3) 
a  s to sow an iem  tu  om ów ionej, ogólniejszej m etody, bezcelowe je s t  oddzielne 
fo rm ułow anie  a lg o ry tm u  d la  tego p rzy p ad k u , ponieważ uogólnienie p o ­
przedniego  a lg o ry tm u  sp ro w ad za  się wyłącznie do w budow ania  weń funk­
cji odpow iedzia lne j za  dokonyw anie  transfo rm acji x v — y>„(x) (por . także 
p. 6 .2 ) o raz  do p rzew ym iarow an ia  odpow iednich  tab lic  (zgodnie z fak tem , 
że m  >  ( n + 1 ) ) -  Również p ro ced u ra  uczenia  nie w ym aga  odrębnego  o m ó ­
wienia, gdyż j e s t  p rak tyczn ie  iden tyczna  z om ów ioną (p. 6.4). J e s t  ona  zre­
s z tą  d o d a tk o w o  om ów iona  i p o p a r ta  a lg o ry tm em  w nas tępnym  rozdziale.

(6) P o p rzez  tran sfo rm ac je  u jaw n ian e  są  nowe właściwości używ anych cech, d la tego  p ro ­
ces te n  m o żn a  tak że  ro zp a try w ać  jak o  form ę w zbogacenia wiedzy o rozpoznaw anych 
ob iek tach .



7. M E T O D Y  S P E C J A L N E

7 .1 . P o d s ta w o w e  s fo rm u ło w a n ie  m e to d y  fu n k c ji  
p o te n c ja ln y c h

W  licznych p racach  teoretycznych (por. np. [5]), a  także w wielu zasto­
sowaniach rekom endow ana  je s t  m e to d a  funkcji po tencjalnych  ja k o  je d n a  
z bardziej skutecznych m e to d  rozpoznaw ania  obrazów. W  istocie m e to d a  ta  
m a  własności zbliżone do własności omówionych wcześniej m etod  m inim al- 
noodległościow ych i ap roksym acy jnych , a  je j głównymi za le tam i są  in tu i­
cyjnie z ro zu m ia ła  zasad a  i s ta ran n ie  udokum entow ana  m a tem atyczn ie  p o ­
praw ność . (O dpow iednie  rozważania, tw ierdzenia  i dowody m a tem atyczne  
znaleźć m o ż n a  w książce [5]). K oncepcja  m etody  funkcji potencjalnych po­
lega n a  ty m , aby  funkcje przynależności C l (x)  budować ja k o  superpozycje  
funkcji(*) K ( x , x t ,k) p rzypom inających  swoim ksz ta łtem  rozkład p o ten ­
c ja łu  e lek trycznego  wokół ła d u n k u  punktow ego (stąd  nazwa m e to d y  -  por. 
rys. 7.1). Funkcje składow e (potencjalne)  są  silnie m ale jącym i funkcjam i 
odległości pom iędzy  p u n k te m  generu jącym  potencjał  x t,k (należącym  do 
ciągu uczącego U 1) a  p u n k te m  x , w k tó ry m  obliczana  je s t  w artość funkcji 
po tencja lne j:

lim  K ( x yx i 'k ) =  0 .
p ( r , r ' ' fc)-xx>

P r z y k ła d .  W lite ra tu rze  rozw aża się między innym i funkcje:

K (& x * ’k ) =  exP (-MP2(£,£ ' '* ))  (72)

lu b

( 7 3 )

( J ) F unkcje p o ten c ja ln e  oznaczano zw ykle jak o  K ( x , x l,k ) , pom im o że w istocie były 
to  funkcje jed n eg o  a rg u m en tu  wektorowego x ,  zaś x t,k b y ł param etrem .
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przy sta łe j p > 0 i dowolnie w ybranej m etryce p (por. D odatek 1).

M ając w y b ran ą  funkcję po tencja lną , m ożna  zapisać funkcje przynależ­
ności w postac i sum

Ni

< ? (* )  =  ! > * * ( £ ,  i ' 1*), (74)
k = l

gdzie rjk oznacza  e lem enty  ciągu liczbowego mającego charakter uzbież- 
niający. W  wielu rekom endacjach  praktycznych ciąg ten je s t  pom ijany  
(17* =  1), lecz z wywodów teoretycznych w ynika [5], że celowe je s t  s to ­
sowanie ciągu r)k o własnościach

Y ^ V k  =  oo (75)
fc = l

oraz

5 2  *»* <  °°-  (76)
*=i

P r z y k ła d .  W zór (74) proponuje bardzo sugestywną intuicyjnie m etodę roz­
poznaw ania: każdy punkt ciągu uczącego w ytw arza w przestrzeni X  strefę o
zwiększonej w iarygodności napotkania obiektów należących do klasy, do której
należał rozważany pu n k t ciągu uczącego. W pływ  tego punktu  maleje jednak 
szybko ze w zrostem  odległości, a funkcja przynależności do określonej klasy jest 
superpozycją s tre f pochodzących od poszczególnych obiektów danej klasy (rys. 
7.2).

D la osób z w yobraźn ią  p rzestrzenną  obraz funkcji przynależności jako  
superpozycji dzwonów  postaci (72) m a  ogrom ny urok. N a  ty m  jednak  
zalety się kończą. P o p a trzm y  uważnie n a  wzór (74). Do jego stosowania 
konieczne je s t  pamiętanie wszystkich wartości x i ,ky czyli w efekcie całego 
ciągu uczącego U\  M e to d a  m a  więc tę  s am ą  własność, k tó ra  p rzesądzała  
o m ałej przydatności m e to d y  N N  i pochodnych, a  jednocześnie wzór (74) 
w ym aga  bardziej złożonych i czasochłonnych obliczeń niż wzór (23). A u to ­
rzy m e to d y  funkcji po tencjalnych  dostrzegli tę  wadę i zaproponowali per- 
cepironową realizację m etody. Z anim  jednak  j ą  przedstawimy, trzeba  p od ­
sum ow ać dotychczasowe rozw ażania  w postaci odpowiedniego algorymu. 
Do jego w prow adzenia  konieczne je s t  uzupełnienie definicji wykorzystywa­
nych funkcji:
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Rys. 7.2. F unkcja  p rzynależności jako  su p erpozycja  pow ierzchni odpow iadają­
cych funkcjom  p o ten c ja ln y m  generow anym  przez obiek ty  ciągu uczącego

f p o t ( o b j ,  s a m p l [ k ] )  -  fu n k c ja  p o te n c ja ln a  (A '(x , z 1’*)), 

s e q ( k )  -  fu n k c ja  g e n e ru ją c a  c iąg  uzb ieżn ia jący  (r/*).

p r o c e d u r e  f p o t r e c l  (obj, v a r  rec); 
b e g i n

fun  =  0; {w yzerow anie  całej tab licy}  
f o r  k :=  1 t o  n y m  d o  

b e g i n
ik :=  s a m p l[k ] [d im + l] ;
fun[ik] :=  fun[ik] 4- seq (k )  * fp o t(o b j ,  sam pl[k]); 

e n d
rec :=  p o in tm a x ( f u n ) ;

e n d



7 .2 . M e t o d a  fu n k c ji  p o te n c ja ln y c h  w  rea lizac ji  
p e r c e p t ro n o w e j

Załóżmy, że funkcję po tencja lną  m ożna przedstawić w postaci:

m

K f a i )  =  (77)
i / = 0

Wówczas ła tw o wykazać, że ze wzoru (74) o trzym ujem y funkcję:

m

< ?(* )  =  X V „ W s )  (78)
i / = 0

oraz regułę obliczania  wartości wag

* i ‘ ( * + l )  =  W ‘ (*) +  ^ ( s * ) .  (79)

V f \ k + l ) =  V f k (k )  -  (80)

czyli (z dok ładnośc ią  do  ciągu r;*) są  to  reguły wprowadzone w poprzed­
n im  rozdziale(2). Tak więc m e to d a  funkcji potencjalnych je s t  w istocie 
identyczna  z m eto d am i ju ż  poznanym i, co jest stwierdzeniem is to tnym  
z powodu licznych litera turow ych powołań n a  tę m etodę(3).

Zapiszm y jeszcze a lgory tm  dla opisanej realizacji m etody  funkcji po­
tencjalnych, wykorzystując wr nim  dodatkowo:

l i m i t  -  liczba funkcji <pv (x )  używanych w rozwinięciu (m ),

f i ( m ,o b j )  -  funkcje bazowej rodziny <fv(x).

A lgory tm  opiszemy, wyróżniając w nim  procedurę l e a r n i n g  (uczenie) 
i funkcję r e c o g n i t i o n  (rozpoznawanie).

8 8  7. M etody specjalne

(2) W  celu  uw ypuklenia identyczności m etody  funkcji potencjalnych z m etodam i ap ro ­
ksym acyjnym i zm ieniono całkowicie stosow aną w teorii funkcji potencjalnych n o ta ­
cję, uzgadn ia jąc ją  z oznaczeniam i stosow anym i w książce.

(3) F ak t zaw ieran ia się licznych m etod  heurystycznych w ogólnym schem acie m etody 
funkcji potencja lnych , trak tow ać m ożna jako zale tę m etody, gdyż stw arza o n a  ogól­
n ie jszą  podstaw ę do  budow y teorii rozpoznaw ania.



p r o c e d u r e  learning;
{tu powinny być zadeklarowane wszystkie stałe, zmienne i tablice}
f u n c t i o n  recognition (obj: object): class;
v a r

i, m: i n t e g e r ;  
b e g i n

f o r  i :=  1 t o  numclass d o  
b e g i n

fun[i] :=  0;
f o r  m  :=  0 t o  limit d o

fun[i] :=  fun[i] +  weight[i][m] * fi(m, obj);
e n d

recognition :=  pointm ax(fun); 
e n d ;  {koniec funkcji recognition}

b e g in { p o c z ą te k  procedury learning}
weight :=  0; {wyzerowanie całej tablicy}
count :=  0;
r e p e a t

error :=  FALSE;
f o r  k :=  1 t o  num  d o
b e g i n

rec :=  recognition(sampl[k]); 
ident :=  sampl[k][dim +  1]; 
error :=  rec < >  ident; 
i f  error t h e n

f o r  n :=  0 t o  lim it d o  
b e g i n

weight [ident] [n] :=  weight[ident][n] +  seq(k) * fi(n, sampl[k] 
weight [rec] [n] ;=  weight [rec] [n] -  seq(k) * fi(n, sampl[k][nj); 

e n d ;
e n d
count :=  count +  1; 

u n t i l  n o t  error o r  count >  limit; 
i f  error t h e n  fail e l s e  success;

e n d

7.2. M eto d a  funkcji potencjalnych w realizacji perceptronowej 89



7 .3 , M e t o d a  a p r o k s y m a c j i  s to c h a s ty c z n e j

S tosunkow o często  w l i te ra tu rze  (zw łaszcza  zachodniej)  rekom endow ane  są  
techn ik i ro zp o zn aw an ia  bazu jące  n a  m etodzie  ap roksym ac ji  s to ch as ty cz ­
nej R o b b in sa  i M onro  [8]. Je j z a le tą  je s t  solidne oparc ie  m e to d y  n a  teorii 
p rocesów  s to ch as ty czn y ch , co t łu m a c zy  je j d u ż ą  popu la rność . W praw dzie  
w książce [5] udow o d n io n o , że m e to d a  funkcji po tenc ja lnych  je s t  równo­
w a żn a  p o d  k ażd y m  w zględem  m eto d z ie  ap roksym ac ji  s tochas tyczne j,  zaś 
m e to d a  funkcji p o ten c ja ln y ch  z o s ta ła  o p isana , je d n ak  ze względu n a  p o p u ­
la rność  tego  u jęc ia  i je g o  p rz y d a tn o ść  w p ew nym  uproszczonym  w ariancie  
z a d a n ia  -  m o ż n a  uznać , że op isan ie  tu  techniki ap roksym ac ji  s to ch as ty cz ­
nej je s t  celowe.

M e to d a  R o b b in s a  i M onro  zdefin iow ana z o s ta ła  w celu w yznaczan ia  
miejsc zerow ych (p ie rw ias tków ) ró w n an ia  regresji o  ogólnej postaci:

EŁ { i - ( F , ,K 2>Vr3 J. . . . , y m > i )} =  0,

gdzie <I> j e s t  p ew n ą  fu n k c ją  a rg u m e n tu  wektorowego £, o k tó ry m  z a k ła d a  
się, że j e s t  rea lizac ją  pew nego procesu s tochastycznego , a  E oznacza  w ar­
tość  oczek iw aną . A by tę  m e to d ę  w ykorzystać  do  rozpoznaw an ia , trz eb a  
u to ż sa m ić  funkcję  O z ja k im ś  pojęciem  z zakresu  rozpoznaw an ia  obrazów. 
Z azw yczaj rob i się to  w p row adza jąc  pojęcie funkcji rozdzielającej. Funkcja  
t a k a  m oże  w skazyw ać n a  w łaśc iw ą  klasę i (E I  poprzez swój znak. Is to tn ie ,  
w zag ad n ien iach  dycho tom i i  ( ro zp o zn an ia  jednej z dw óch rozp a try w an y ch  
k las) m o ż n a  pos łużyć  się funkc ją  tego rodza ju . Z ałóżm y bow iem , że roz­
p o zn aw an e  są  w yłączn ie  dw ie klasy o nu m erach  i i  €  I  oraz  ¿2 6  /  z ta k im  
za ło żen im , że każdy  o b iek t  d  G D  m usi należeć do  jednej z wym ienionych 
klas:

V d t D A ( d )  /  i i  => A ( d )  =  i2 .

W ówczas z am ias t  funkcji p rzynależności C*(x)  m o ż n a  posłużyć  się funk­
c ją  rozdz ie la jącą  o postac i:

C ( x )  =  C ' ( x )  -  C i3U )-

F u n k c ja  t a  decydu je  o  p rzynależności ob iek tów  n a  p o d s taw ie  swego 
znaku :

F f C ir f l  -  i 11 d,a c(£ ) > °'
1 [ ¡ 2  d la  C ( x )  <  0.

9 0  7. M eto d y  specja lne
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Ł a tw o  zauw ażyć, że funkc ja  rozdziela jąca opisuje granicę  pom iędzy  ob­
sza ram i klas i i  o raz  ¿2 za  p o m o c ą  rów nan ia  C ( x )  =  0, k tóre  sp e łn ia  zało­
żen ia  m e to d y  ap roksym acji  s tochastyczne j, przy podstaw ieniu:

m

ł ( V i ,  Vł, K3  Vm , x )  = C ( x )  =  ¿ 2  K M s ) -
i / = 0

M ożna  więc zastosow ać i te ra cy jn ą  p rocedurę  R obb insa  i M onro do  u s ta ­
len ia  w artości w ag VM:

m

v,(k + 1) = vh(k) + n  (P -  J2 ^ (k )M s.k))M s.k)>
i / = 0

przy  czym  oznaczenie  i k uży to  do zasygnalizowania, że popraw ne rozpo­
z n a n ia  i k z aw arte  w c iągu uczącym  zostały  dostosowane  do z ad an ia  dy­
chotom ii:

5* =  / +1> gdy =
1 - 1 ,  gdy  »* =  »2 •

A lg o ry tm  d la  te j m e to d y  zostanie  pom inięty, ja k o  że je s t  on (z do­
k ład n o śc ią  do  kilku m a ło  is to tnych  szczegółów) p ros tszym  w arian tem  al­
g o ry tm u  opisanego  w podrozdzia le  7.2.

P r z y k ła d .  O ba  omówione w arianty m etody funkcji potencjalnych i m etodę 
aproksym acji stochastycznej zastosowano do rozpoznaw ania skuteczności prze-

T a b e la  7 .1 . Porów nanie szybkości dzia łan ia  i dokładności kilku w ybranych 
m etod  rozpoznaw ania obrazów

Rozpoznawanie

M etoda czas, ms dokładność, %

Funkcji potencjalnych  1 21,2 64,3
Funkcji potencjalnych  2 2,1 62,8
A proksym acji s tochastycznej 2,6 65,2
N N 20,7 87,4
N M 1,9 58,2
Funkcji liniowych 0,8 61,4
Bayesa 2,4 72,4
P arzena 76,5 64,8
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ciww irusow ego d z ia łan ia  w ybranych tiosem ikarbazonów  [62]. Podano inform acje 
o szybkości dz ia łan ia  i o dokładności obydwu wym ienionych m etod , przytaczając 
także  (d la  po rów nan ia) w yniki uzyskane za pom ocą innych m etod (4) -  tabela  
7.1.

7 .4 . S iec i n e u r o n o w e

P ro b le m a ty k a  sieci neuronow ych  j e s t  g łów nym  p rzed m io tem  innych ksią­
żek (po r .  [50], [51], [52]), w zw iązku z czym  będzie  tu  p rzeds taw iona  w skró­
cie. Sieć n eu ro n o w a  je s t  s y s te m e m (5) p rze tw arza jącym  in fo rm acje  w spo­
sób rów noległy . S y s tem  ten  s k ła d a  się z dużej liczby e lem entów  m ode­
lu jących  (w sposób  b a rd zo  uproszczony!) dz ia łan ie  rzeczywistych neuro­
n ó w , fo rm ujących  w m ózgu (m iędzy innym i) s t ru k tu ry  rozpoznające  ob­
razy. K ażd y  z neu ronów  m a  wiele wejść (synaps)  i je d n o  wyjście (akson) .  

O  w łaśc iw ościach  poszczególnych neuronów  decydu ją  w spółczynniki 
nazy w an e  w agam i  synap tyc znym i .  C h a ra k te ry z u ją  one każde wejście (o nu­
m erze  i/) każdej kom órk i sieci (num erow anej przez A). D oda tkow y  w spół­

czynnik  V0(A) n azy w an y  je s t  progiem  odpow iedniego  neuronu . W  celu opisu 
procesów  w p o jed y n czy m  węźle sieci w prow adzam y pojęcie sum arycznego  
p o b u d z e n ia  neu ro n u  pod czas  pokazu  fc-tego e lem en tu  ciągu uczącego:

e i  = f : v i ^ - % t  + v 0w ,
V - \

k tó re  w iążem y z je g o  sy g n a łem  w yjściow ym  za p o m o cą  funkcji nieliniowej

F u n k c ja  nie m oże być w y b ie ran a  całk iem  dowolnie, gdyż m usi p o d ­
legać różn iczkow aniu  przy  obliczan iu  s tra teg ii  uczenia. W y g o d n ą  p o s tac ią

(4 ) M e to d y  B ayesa i P a rz e n a  om ów iono w rozdziale  8.

(5 ) S y stem  te n  m oże być w ykonany w postaci specjalizow anego u k ład u  e lek tron icz­
nego  (n a  p rz y k ła d  N e u ro co m p u te r firm y A N ZA ), lecz częściej byw a realizow any 
w p o s ta c i p ro g ram u  sym ulacy jnego  n a  dow olnym  k om pu terze  (n a  p rzy k ład  p ak ie t 
N eu ra lW are).



7.4. Sieci neuronow e 9 3

funkcji (p j e s t  k rzyw a logistyczna:

i * = ^  m  =
l  +  e x p [ - E ^ ) ( t - V A +  0

i/= l

O b o k  innych korzystnych właściwości krzyw a ta  m a  także  i tę  zaletę, 
że je j  p o c h o d n a  m a  b a rd zo  p ro s tą  postać:

d x \

de*

Sieć n eu ronow a  m a  zw ykle  budowę warstwową. W y ró żn ia  się w niej 
w arstw ę wejściową, do  k tórej p o d aw an e  są  zew nętrzne  sygnały  (przy roz­
p ozn aw an iu  obrazów  są  to  w ektory  cech x )  oraz warstwę wyjściową, której 
sy g n a ły  m o g ą  wskazywać n a  rozpoznanie  i. Niech sk ładow a x v w ektora  
cech x  będzie  sy g n a łem  wejściowym p o d aw an y m  z zew nątrz  do j/-tego 
wejścia każdego neu ro n u  pierwszej warstwy, zaś i \  będzie sygnałem  wyj­
ściow ym  z A-tego (w rozum ien iu  przyjętej num eracji)  neuronu sieci. P roces 
uczen ia  sieci po lega  n a  p rezen tow aniu  sieci w kolejnych krokach k  wzor­
ców tw orzących zbiór uczący  U  i n a  dokonyw aniu  oceny w ypracow yw anych 
przez sieć sygnałów  wyjściowych:

W  = { Ą ,  k  =  A €  AT}

porów nyw anych  ze w zorcem , d o  k tórego sieć m a  dążyć

Z  = { x l  k  =  1 , 2 , . . . , / / ;  AGA/*}.

W spó łczynn ik i zm ien ia ją  się w trakcie  prezentac ji sygnałów  x k 

o w ielkość(6) przy  czym  reg u ła  uczenia d a n a  je s t  wzorem:

(6 ) W ielkość t a  zależy od  a rb itra ln ie  przyjm ow anego w spółczynnika ( i .



co m o ż n a  zap isać  w postac i:

AV<;KW  = ( l 6[k)x l

»[" =  ( i i  -  « ) * ■

P o  p o d s taw ie n iu  b łą d  6 ^  m oże być w yrażony  w ygodnym  wzorem:

s[k) =  (ii  -  ii) ii  (1 -  i i ) .

P o d a n y  a lg o ry tm  uczen ia  m o ż n a  wyprow adzić z ż ąd a n ia  m in im a liza ­
cji ś red n io k w ad ra to w eg o  b łęd u  funkcjonow ania  sieci. Definiując k ry te r iu m  
s to p n ia  n ied o p aso w an ia  n a  k roku  k  ja k o

9 4  7. M etody  specja lne

o* = l  D * S  -  **)2
2 »

łączne  k ry te r iu m  n ied o p aso w an ia  x  do  x  wyrazić m o żn a  następu jąco :

N

¿ = i

M ożem y n a  p o c zą tk u  poszukiw ać m in im u m  każdej sk ładow ej funkcji 
k ry te r ia lne j Q k ,  a  p o te m  z łożym y wyniki. P os łużym y  się p rzy  ty m  z n an ą  
te ch n ik ą  g rad ien to w ą:

A K f * X * >  =  9 Q k
3V„(a) '

W arto śc i  po ch o d n y ch  cząstkow ych w yznaczam y ja k o

8 Q k  _  dQk_ d i i

a v ,i A) d Ą  d v , ( x ) '

Ze w zoru  defin iu jącego funkcję  w yznaczym y p o c h o d n ą  cząstkow ą



a o s ta tn ią  p o c h o d n ą  obliczym y jako

S Q k  : d Q „  d e kx d Q t  d i j  d e j  _  8 Q t  dy d e j

d v i x) d e \  g v l x) d i x g y W  d x k de* g y W '

P rzy  okazji w arto  zauważyć, że s t ra teg ia  uczenia w czasie prezentacji 
wszystkich zestawów sygnałów  treningowych x£, k  =  1 , 2 , . . . ,  N  może być 

określona  ja k o  p ro s ta  zasad a  sum ow ania  popraw ek A K }Â ^  d la  wszystkich 
wartości k :

V W  =  v^*K°) +  5 2  AK„(A)(ł),
k = l

co je s t  n a tu ra ln ą  konsekwencją wprowadzonej addy tyw nej postaci funkcji 
Q  i wynikającej z niej oczywistej tożsamości:

d Q  y s  d Q k

d v k dV v( x ) '

M ożna udow odnić , że proces uczenia je s t  zbieżny, jeśli tylko s taw iane  
zadan ie  p rzeksz ta łcen ia  sygnałów  x v w sygnały  x \  je s t  wykonalne w klasie 
zadań  realizowalnych przez sieci neuropodobne. Co więcej, m ożna  udow od­
nić, że właściwe wartości współczynników możliwe są  do  u s ta len ia  po 
skończonej  liczbie Ar pokazów (por. D odatek  2). O pisany  a lgo ry tm  m ożna  
je d n ak  stosować jedyn ie  w p rzypadku , kiedy x kx je s t  sygnałem  z wyjściowej  
w arstw y sieci -  gdyż ty lko wówczas znany je s t  sygnał x k .

W  przy p ad k u  rozw ażan ia  sieci wielowarstwowych obecność warstw  we­
w nętrznych (u k ry tych )  zm usza  do modyfikacji a lgory tm u, ponieważ sy­
g n a ły  wejściowe większości neuronów są  sygnałam i wyjściowymi innych 
kom órek, p rze to  w odpow iednich  zapisach pojawią się sygnały  zam ias t 
z* ,  n a  p rzy k ład  we wzorze określającym  pobudzenie  komórki:

¿ i  = Y ,  +  v £ X)
1/=1

lub w s ta le  a k tu a ln y m  wzorze opisu jącym  podstaw ow ą regułę uczenia  ko- 
m orek sieci ( także  wielowarstwowej):

7.4. Sieci neuronowe 95
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A y W < * ) =

Ja k  w ykazano w pracach R u m e lh a r ta  i w spółautorów  [63], w sieciach 
tego ty p u  współczynnik  określający b łąd  popełn iany  przez rozważany A-ty 
neuron  6 ^  m oże być obliczony z rekursywnych  formuł:

jeśli A-ty neuron należy do wyjściowej warstwy, a lbo  ze wzoru:

4 * ’ =
A p

gdy A-ty neuron należy do w arstw y ukryte j,  ale połączony je s t  z neuro­
n am i o num erach  ^  warstw, d la  których ju ż  usta lono wartości błędów 8 
W ar to  zwrócić uwagę, że są  to  zawsze neurony dalsze w sensie kierunku 
p rzep ływ u sygnału , za tem  następu je  tu  proces rzu tow ania  błędów wstecz 
-  s tą d  nazw a back propagation , j a k a  zosta ła  zw iązana z t ą  m etodą . W arto  
także  odnotow ać, że w budowie sygnału  6 ^  uczestniczą składowe 6^  
ty lko  tych ¿i-tych neuronów , k tóre  są  bezpośednio połączone z rozważa­
nym  A-tym neuronem .

A lg o ry tm  d la  m e to d y  sieci neuronowych pom inięto, ponieważ zalety 
tego podejśc ia  u jaw nia ją  się jedynie  wtedy, gdy stosow ana je s t  sprzętow a 
(w pełn i rów noległa) realizacja procesu uczenia i rozpoznawania, zaś sy­
m ulacje  kom puterow e nie m a ją  istotnych walorów, a  odznaczają  się bardzo 
d u ż ą  złożonością.



8 . M E T O D Y  P R O B A B I L I S T Y C Z N E

8 .1 . P o s ta w ie n ie  z a d a n ia  i p o d s ta w o w e  z a ło ż e n ia

O m ów im y te raz  g ru p ę  m e to d  opierających się n a  podejściu do definicji 
z a d a n ia  rozpoznaw an ia  całkowicie o dm iennym  od przedstaw ionego, j a k ­
kolwiek -  co zostan ie  w ykazane -  w wielu p rzypadkach  prow adzącym  do 
p o d obnych  wyników. W  szczególności różnica  polega n a  sposobie t ra k to w a ­
n ia  zb ioru  uczącego U , k tó ry  w om aw ianych m etodach  trac i n a  znaczeniu.

P u n k te m  w yjścia  w rozw ażanych tu  m etodach  rozpoznaw ania , zwanych 
dalej probabil is tycznymi , są  inform acje  o charak terze  s ta tys tycznym .  Ź ró­
d ło  ich p o ch o d zen ia  je s t  p rzy  ty m  obojętne; w sam ych m eto d ach  określone 
p ra w d o p o d o b ień s tw a  t r a k tu je  się ja k o  dane. W  prak tyce  p o trzebne  roz­
k ład y  usiłu je  się niekiedy estym ow ać n a  podstaw ie  ciągu uczącego U , ale 
tru d n o śc i z ty m  zw iązane  (dalej wyczerpująco omówione) pow odują , że 
p rzy d a tn o ść  p ra k ty c z n a  m e to d  probabilis tycznych je s t  generalnie  m nie j­
sza, niż m o ż n a  z pozoru  o c z e k iw a ć ^ ).

Niech b ę d ą  więc d an e  aprio ryczne  p raw dopodob ieństw a  w ystępow ania  
ob iek tów  należących  do poszczególnych klas: p l , p 2, ■ . • przy czym

V,-€ /  [p* =  P r a w d ( d  E  D * ) ] . (8 1 )

( x) T ru d n o śc i tc  nie w y stęp u ją  w ty ch  obszarach  zastosow ali rozpoznaw ania  obrazów , 
w k tó ry ch  trad y c y jn ie  g rom adzi się i opracow uje dane s ta ty sty czn e , w w yniku czego 
p o trze b n e  ro zk ład y  p raw d o p o d o b ień stw a m ożne trak tow ać rzeczywiście jak o  d a n e .  
O b sza ram i tym i są  -  p rzyk ładow o -  b a d a n ia  ekonom iczne i m edycyna.



Niech b ę d ą  d a n e  w arunkow e rozkłady  gęstości p raw dopodob ieństw a  
P ( x J  1), P { x J 2 ) , . . . ,  P ( x ] L ) y rozum iane  ja k o  p raw d o p o d o b ień s tw a(2) wy­
s tą p ie n ia  wre k to ra  x  przy założeniu , że obiekt należy do klasy i

V»£X [Vv£i[P(l±/i ' )  = P r a i v d( i  - v ^ x -  / i ) ] ] . (82)

W p ro w ad źm y  pojęcie b łęd u (3) rozpoznaw ania  6Mr?l k tórego indeksam i 
są: rzeczyw ista  przynależność  ob iek tu  \x oraz przynależność rj rozpoznana  
przez a lg o ry tm  A  (p a trz  (7)). Załóżmy, że dopuszczalne (z p u n k tu  widze­
n ia  w y m a g ań  uży tkow nika  sy s tem u  rozpoznającego) p raw dopodob ieństw o  
b łędu  bhrj oznaczać  będziem y przez e^n . P rzy  m etodach  rozpoznaw ania  
e tapow ego  e^ir} (zadaw ane  ja k o  p a ra m e tr  procedury  rozpoznającej(4 )) je s t  
p o d s ta w ą  do p o d jęc ia  decyzji -  czy należy określać wartości kolejnych cech 
x j ,  czy też m o żn a  ju ż  próbow ać ustalić  przynależność rozpoznaw anego 
o b iek tu . Niech p o n a d to  d la  każdego d a n a  będzie liczba(5) określa­
j ą c a  s t r a tę ,  zw iązaną  z ty m  b łędem :

W [ V „ 6/ [ ? „ „ €  72]]. (83)

O dnośn ie  do s t r a t  qfiTJ m o ż n a  zak ładać , że

(¡nn — m in q^rj 
»?€/

oraz n a  ogół
(ł(ir) -fi

( 2) M ożna je  w yrazić fo rm u łą  a lte rn a ty w n ą  w s to su n k u  do  (82)

V£€x[V,€ /[P(x/t) =  Prawd(d € D' => B(d) = x)}].

( ’’) D la jedno lito śc i n o tac ji p rzy jm uje  się tak że  istn ien ie  „błędów " ty p u  6MP (czyli p o ­
p raw nych  ropoznań).

(4 ) W artości e txr) n a rzu can e  są  przez użytkow nika m eto d y  n a  ogół w sposób całkow icie 
a rb itra ln y .

( ' )  W arto  zauw ażyć, że w prow adzenie tak iej liczby prowadzi do  sform ułow ania za d a ­
n ia  o p ty m aln eg o  rozpoznaw ania , co stanow i nowość w porów naniu  z dotychczas 
om aw ianym i m eto d am i.

9 8  8. M etody  probabilis tyczne

(84)

(85)
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Rys. 8.1. Wartość funkcji kryterialnej Q zależy od wybranej postaci funkcji przy­
należności C.  Zwykle zależność ta  ma minimum, którego osiągnięcie można utoż­
samiać z wyborem optymalnej techniki rozpoznawania

N a  p o d s taw ie  p rzy ję tych  założeń, charak te ryzu jących  zadan ie  klasyfi­
kacji A  (por . (14)), m o ż n a  budow ać ocenę jakości Q ( A , A )  a lg o ry tm u  roz­
poznającego  A ,  a  n as tęp n ie  m o żn a  poszukiwać takiej formy funkcji przy­
należności C l ( x ) ,  aby m inim alizow ać Q ( A , A )  (rys. 8.1).

B udow ę oceny Q ( A ]A )  p rzeprow adzim y etapow o. N ajpierw  zdefiniu­
je m y  oczek iw aną  w artość  oceny (s tra ty )  d la  pewnego usta lonego ob iek tu  
x  p rzy  przyjęciu  pew nej, us ta lonej decyzji i. O znaczając  tę  s t r a tę  przez 

( z ) ,  m ożem y zapisać

Q ' ( z )  = (86)
V = 1

P raw d o p o d o b ień s tw o  p ( u / x )  określające, że m am y do czynienia  z obiek­
te m  klasy u  6  / ,  jeśli zaobserw ow ano w ektor cech x £ X ,  obliczyć m ożna  
n a  p o d s taw ie  p rzy toczonych  danych, opierając  się n a  wzorze Bayesa:

m  -  -  P M * / " )
p ( W ł ) -  - L --

E  p P ( s M
i ' = l

(87)

N a  p o d s taw ie  znajom ości s t r a t  warunkow ych Q l (x) o raz  apriorycznych 
p raw d o p o d o b ień s tw  klas p l obliczyć m o żn a  uogóln ioną  s t ra tę  Q ( x )  ocze­
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k iw an ą  wr p rzy p ad k u  pojaw ienia  się ob iektu  opisywanego zbiorem  cech x :

konkre tnego  ob iek tu  x  poprzez całkowanie po całej przestrzeni A':

m in im alizację  funkcji podcałkowej. Zadanie  polega więc n a  wyznaczeniu 
a lg o ry tm u  rozpoznaw an ia  zapew niającego m in im um  funkcji (88). Zadanie  
to  m ożna  s tosunkow o ła tw o rozwiązać w’ przypadkach szczególnych, n a to ­
m ia s t  ogólne rozw iązanie je s t  t ru d n e  do konstruk tyw nego  sform ułowania.

8 .2 . M e t o d a  r o z p o z n a w a n ia  w p rz e s t r z e n i  
je d n o w y m ia ro w e j

Rozw ażym y in s tru k ty w n y  przypadek szczególny. Niech

niech b ę d ą  jednow ym iarow ym i rozk ładam i G aussa  o zgodnych w arian­
cjach; z ak ła d a m y  również znajom ość pa ram etró w  p, /¿(l ), pS2\  q n ,  q \ 2 , 
<721, q-22 (rys 8.2).

L L L

i = l * = 1 v = l

O gólną  ocenę Q ( A , A )  uzyskać m ożna, uniezależniając ocenę (88) od

(89)

A lg o ry tm  rozpoznaw an ia  A  je s t  wybierany w ten sposób, aby m in i­
m alizował funkcję k ry te r ia ln ą  Q ( A , A) .  N a ogół dokonuje się tego poprzez

L  =  2; n =  1; p2 =  p\ p l =  1 -  p\ 0 <  p  <  1; (90)

zaś rozk łady

(91)

(92)
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Niech p o n a d to  poszuk iw ana  regu ła  decyzyjna m a  postać:

* - > - { Ł  R  * > * :  m >

(przy oczyw istym  założeniu , że >  / ¿ ^ ) .  Wówczas

X0 o o

Q ( A yA )  =  (1 - p ) j ? n  J  P ( x / l ) d x  + q l2 J  P ( x / l ) d x

1 0 2  8. M etody probabilistyczne

+

-O O  X o

oo x0

p|?22y^(*/2)dz +  92i J p ( x / 2)d xj.

(94)

r o  — oo

Z zapisu wzoru (94) w idać, że

Q(A,A)  = Q(x0) (95)

i m ożliw a je s t  p ró b a  bezpośredniej optym alizacji

=  (1 -  P )[ff i i-P (*o /l)  -  « » P ( * » / l ) l  +  (96)

+  ^ [< ?2 lP (W 2) -  ^22^ ( ^ o/2 )]  =  0.

R ozw iązując rów nanie  (96) dochodzim y do w zoru(6) (przy oczyw istym  
założeniu , że q22 < ?2i):

* W 2 )  _  (1 — p)(g!2 — g il)
P (* o / l )  p(?2l - ? 22)

W y k o rzy s tu jąc  (91) i (92), m o żn a  dalej obliczyć, że

_ /< (» + /« (* )  7J2 ( l -p )® 1 2  f0oN
£o — 1 22 / i1 -  [i2 pq21

(6 ) Zauw ażm y, że w rozw ażanym  wzorze pojaw ia się p o  raz  pierw szy iloraz p raw dopodo­
b ieństw , k tó ry  odeg ra  w ażną rolę p rzy  om aw ianym  dalej rozpoznaw aniu  e tapow ym .
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P o s ta ć  o s ta teczn e j  fo rm u ły  (98) je s t  w gruncie  rzeczy m a ło  is to tn a ,  
gdyż w a ru n k i  (90), (91) i (92) w yznacza ją  m a ło  rea listyczne z p rak tycznego  
p u n k tu  w id zen ia  z a d a n ia  ro zpoznaw an ia . (Szczególnie założenie n  =  1, 
dzięki k tó re m u  u d a ło  się o d pow iedn ie  rachunk i p rzeprow adzić  efek tyw nie  
do  k o ń ca  i z in te rp re to w ać  je  graficznie n a  ry sunku  8 .2 , je s t  założeniem  
d y sk w a lif ik u jący m  p r a k ty c z n ą  p rzy d a tn o ść  w yniku (98)). W ażne je s t  n a ­
to m ia s t  s tw ierdzen ie  fa k tu ,  że fo rm ułę  (98) d a ło  się b ezpośredn io  w ypro ­
w adzić  z w aru n k u :

Q ( A ,  ,4) =  m in , (99)

co p row adzi do w niosku , że ta k ie  postaw ien ie  z a d a n ia  m a  sens, a  ew en­
tu a ln e  tru d n o śc i  s ą  je d y n ie  rachunkowej n a tu ry . W a r to  je d n a k  zwrócić 
uw agę  n a  k s z ta ł t  fo rm u ły  (97). W y n ik a  z niej, że s to su n ek  p ra w d o p o d o ­
b ieństw  ob liczanych  w punkc ie  o d p o w iad a jący m  granicy  obszarów , w k tó ­
rych  p o d e jm o w an e  są  o d m ie n n e  decyzje, j e s t  de te rm in o w an y  przez p ew n ą  
s t a ł ą  za leżn ą  od  p a ra m e tró w  z ad an ia .  J e s t  to  ważny fak t,  m a jący  znacze­
nie ogólne ( to  znaczy  nie  w yn ika jący  jed y n ie  z założeń n  =  1; L = 2), do 
k tó reg o  będ z iem y  dalej w ie lokro tn ie  w racali.

P r z y k ł a d .  Zadanie rozpoznawania w przestrzeni jednowymiarowej bywa 
niekiedy możliwe do praktycznego zastosowania po odpowiedniej redukcji prze­
strzeni cech. Przykładem takiej sytuacji mogą być prace [64] zmierzające do roz­
poznawania stopnia zjadliwosci określonych szczepów bakteryjnych. W zadaniu 
tym dzięki zastosowaniu metody składowych kanonicznych udało się wielowymia­
rowy wektor obserwacji prowadzonych na  zwierzętach i hodowlach tkankowych 
zamienić najpierw na  układ zdekorelowanych składowych kanonicznych, a na­
stępnie -  wybierając tę spośród składowych, która niosła ponad 80% użytecznej 
informacji -  udało się ograniczyć problem podejmowania decyzji do analizy war­
tości jednej tylko składowej.

A lg o ry tm  ro zp o z n aw a n ia  w p rzestrzen i jednow ym iarow ej je s t  ba rdzo  
p ro s ty  i w y n ik a  w sposób  n a ty ch m ias to w y  z p rzy toczonych  wzorów.

b o g i ń
G et.P a ram ete rs ;  {w czytan ie  p a ram etró w : p , ^ l \

921,522}
th re sh o ld  :=  C o u n tT h re s h o ld ;  {obliczenie ze w zoju  (98)} 
i f  obj >  th re sh o ld  {obj je s t  w ty m  p rzy p ad k u  p ro s tą  zm ienną}  

t h e n  rec :=  2 

e l s e  rec :=  1 ;
en d
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W y chodząc  w rozw ażaniach poza  prosty  p rzypadek  (n  =  1, L  =  2), m u ­
simy oprzeć s ią  n a  n a s tęp u jący m  rozważaniu upraszczającym .

C a łk ę  (89) m ożem y zminim alizować, dobierając  d la  każdego rozpozna­
w anego ob iek tu  x  num er rozpoznaw anej klasy i tak , aby funkcja  p o d ca ł­
kowa ( 8 8 ) o s iąg a ła  m in im u m . Z kolei m inim alizacja  funkcji Q ( x )  może być 
o s iąg n ię ta  w tedy, gdy d la  każdego ob iektu  x  w ybierana  będzie ta k a  de­
cyzja  i, d la  k tórej ocena  s t ra ty  (8 6 ) będzie m in im alna . Tak więc należy 
w ybierać  ten  n u m e r  k lasy t, k tó ry  o d p o w iad a  m inim alnej wartości Q ‘( i ) .  
Funkcja  Q ‘(x) pe łn i więc rolę odwrotną  do funkcji przynależności C ł (x). 
Jeżeli te raz  p o d s taw im y  (87) do (8 6 ), to  o trzy m am y  p rzy d a tn y  w dalszej 
analizie  wzór:

1 ^
<?''(£) =  - L------------------ £  Pv P { x J u ) qili. (100)

£  p ^ P i z J n ) " =1 
»= 1

Zauważm y, że Y ^ P ^ P i n / l 1) n *e zależy od num eru  klasy t, w związku
z czym je s t  on jednakow y d la  wszystkich Q \ x )  i nie wpływa na decyz ję .
Usuwając wskazany czynnik, o trzy m am y  uproszczony wzór:

L

Q ‘U )  = ' Z p 1' ( i o i )
u = l

W  celu efektyw nego p row adzenia  dalszych obliczeń m usim y założyć coś 
o charak te rze  zależności q ^  (por. (83), (84), (85)). Niech

9/ir? =  1 — , (102)

gdzie 6 ^  j e s t  w prow adzoną  wcześniej funkcją  zgodności K roneckera (por. 
wzór (32)). W arunek  (102) je s t  często nazyw any w arunkiem  sym etrycznej 
funkcji s t r a t ,  gdyż

*»={: 2!; : n  <"»>



W ykorzystu jąc  własność (10*2) lub (103) we wzorze (101), stw ierdzam y, że

L

<?■(*)= x y  W ' ) .  ( 1 0 4 )
i/=i

Ponow nie  zna jdu jem y  wfe wzorze (104) sk ładnik  £  pv P ( x j n u ) ,  o k tó ­
rym  wcześniej stw ierdzono, że nie zależy od i. P rze to  m ożna  zauważyć, że
Q ‘(x) będzie ty m  mniejsze, im większy będzie sk ładn ik  p ' p ( x / i ) .  Sk ładn ik
ten  m ożna  więc u tożsam ić  z funkcją  przynależności

C i( x ) = p ' P ( z J i ) ,  (105)

której m a k s im u m  wskazywać będzie w łaściwą klasę i. P ro s to ta  wzoru (105) 
decyduje  o  jego  popularności; zauw ażając dodatkow o, że dowolna, mono- 
tonicznie  rosnąca  funkcja  a rg u m en tu  C*(x)  może być również używ ana 
w charak te rze  funkcji przynależności, m ożem y wzór (105) poddać  ob u ­
s tro n n em u  logary tm ow aniu , o trzym ując  formułę:

C" ( r )  =  In P ( x / i )  +  In p* (106)

bardzo  p rz y d a tn ą  w analizie  przypadków  szczegółowych.

P r z y k ła d .  WT w ielokrotnie cytowanej rozprawie doktorskiej L. K ota użyto 
wzoru (106) do rozpoznaw ania samogłosek. Uzyskano następujące odsetki po­
praw nych rozpoznań -  tab e la  8.1 Ponieważ w tym  samym zadaniu m etody mi- 
nim alnoodległościow e daw ały zawsze 100% poprawnych rozpoznań -  nie je st to 
wynik świadczący o zaletach m etod probabilistycznych!

T a b e la  8 .1 . Popraw ność rozpoznaw ania samogłosek za pom ocą metod 
probabilistycznych

8.3. R ozpoznaw anie  w przestrzeni wielowymiarowej 105

Sam ogłoska i y e e 0 u

Procent rozpoznań 100 97,0 82,3 95,8 95,5 81,1

P rzed s taw m y  teraz  rozw ażaną m etodę  w postaci ogólnego a lgorytm u. 
B ędą  w n im  określone następu jące  obiekty:

P r o b [ l  . .  n u m c la s s ]  -  tab l ic a  p raw dopodobieństw  klas (p1),

d e n s i t y ( i ,  o b j )  -  funkcja  określająca warunkowe gęstości (p ( x / i ) ) .
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beg in
f o r  i :=  1 t o  num class d o
fun[i] :=  log ( density(i, ob j))  -f log(Prob[i])
rec :=  po in tm ax(fun );

end

8 .4 . O k re ś le n ie  w y m a g a n y c h  ro z k ła d ó w  
p r a w d o p o d o b ie ń s tw a

P rzy s tęp u jąc  do analizy w ybranych szczegółowych zagadnień związanych 
z w ykorzystan iem  probabilistycznych m etod  rozpoznaw ania  musimy wró­
cić do  definicji (82) i stwierdzić, że w praktyce  znajomość rozkładów P ( x j i ) 
d la  wszystkich klas i je s t  p rob lem atyczna . W  d o da tku  zauważmy, że wzór 
(106) (i poprzednie) w ym aga  znajomości postaci P ( x j i )  nadającej się do 
efektyw nego ob liczan ia  przy dowolnym r ,  czyli w rezultacie najchętniej 
-  w postac i analitycznej (por. pos tu low aną  funkcję density (i, obj)) . Je s t  
to  ba rdzo  poważny problem  n a  gruncie s tatystyki: ja k  uzyskać rozkład 
wielowymiarowy{7) zmiennej losowej x  jedynie  na  podstaw ie obserwacji 
p róbek ( x k , i k ) G U-  W  rozw ażanym  zadaniu  rozpoznaw ania  p roblem  jest 
jeszcze trudniejszy: p o trzeb a  tak ich  rozkładów (warunkowych!) n ie je d en ,  
lecz L.

Możliwe s ą  tu  trzy podejścia. Pierwsze zak łada , że rozkłady P ( x j i )  
są  znane  i z góry szczegółowo zadane (na  przykład: n a  podstaw ie wcze­
śniejszych b ad ań  s ta tystycznych , n a  których możemy się oprzeć). Wówczas 
n a tu ra ln ie  p rob lem  nie istnieje i wzór (106) je s t  efektywny.

Podejście drugie  bazuje n a  hipotezie o określonym (zadanym  z góry) 
charak terze  rozk ładu . Przyk ładow o (co dalej będzie szerzej dyskutow ane) 
często m ożna  założyć, że in teresujący rozkład jest rozkładem  G aussa  lub 
Bernoulliego. Zadanie  znalezienia rozkładu P ( x j i )  sprow adza się wówczas 
do znalezienia  (estym acji)  pa ram etrów  tego rozkładu. Tego ty p u  problem y 
są  szczegółowo om aw iane  n a  gruncie s ta tystyk i i m a ją  swoje rozwiązania

( 7) W arto  zauw ażyć, że w odróżnieniu  o d  wcześniej dyskutow anego zagadnienia roz­
kładów  P ( x J i); i =  1 L , zagadnienie znalezienia wartości p*, t =  1 , . . .  L, jes t
w p rak ty ce  zupełn ie  p ro ste . W ystarczy  tu  zwykle estym acja  n a  podstaw ie frekw en­
cji obiektów  k lasy  i w ciągu  uczącym  U.  M ożna przyjąć n a  przyk ład  p ' =  /V '/N  
lu b  in n ą , rów nie p ro s tą  regułę.
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ła tw o  d o s tęp n e  w  m onografiach  poświęconych es tym acji p a ra m e tró w  s ta ­
tys tycznych . Co więcej, d o s tęp n e  s ą  m e to d y  s ta tystyczne j weryfikacji  h ip o ­
tezy  o  okreś lonym  c h a rak te rze  in te resu jących  rozkładów , czyli zak łada jąc , 
że P ( x J i )  j e s t  ro z k ła d em  określonego rodza ju  (n a  p rzy k ład  no rm a ln y m ), 
m ożem y to  założen ie  sprawdzić.  W  p rak ty ce  weryfikacja c h a rak te ru  roz­
k ła d u  P ( x j i )  j e s t  je d a k  uc iąż liw a  i byw a zwykle p o m ijan a ,  co s tanow i b łąd  
w św ietle  p rzy to czo n y ch  uwag.

O s ta tn ie  -  trzecie  podejście  -  po lega  n a  p róbie  bezpośredniego (na j­
częściej i te racy jnego ) b u d o w a n ia  rozkładów  P ( z ] i )  bez w ykorzystyw an ia  
jak ichko lw iek  założeń  do tyczących  c h a rak te ru  tego rozk ładu . Podejście to  
tak że  zos tan ie  dalej p rzedstaw ione .

B azu jąc  n a  d ru g im  z w ym ienionych wyżej podejść, m ożem y dokonać 
ana lizy  kilku p rak ty czn ie  in te resu jących  przypadków  szczególnych.

8 .5 .  P r z y p a d e k  n ie z a le ż n y c h  s k ła d o w y c h  w e k to r a  cech

Z ałóżm y, że poszczególne sk ładow e w ek to ra  z  s ą  zm iennym i losowymi bi­
n a rn y m i

V»eu.»][** e  {0,1}] (107)

oraz  s ta ty s ty c z n ie  n ieza leżnym i(8)

(108)
^ u ln e [ \ ln ) [ P r a w d ( Z u  =  TJl AZ rj  =  Tf2 )  =

=  P r a w d { z u =  rj1) • P r a t v d ( x li =  rj7)).

W ówczas oznaczając  (po r .  wzór (82))

v «€/ [V„6(i,n] [P rau ;d ( / i=  ł => x„ = 1) =  »/']] , (109)

m a m y  oczywiście

P r a w d ( p  = i => x v — 0) =  1 -  ifv . (110)

(8 ) H ip o teza  n iezależności sk ładow ych x v  i je s t b a rd zo  silnym  założeniem  i p o ­
w in n a  być bezw arunkow o w eryfikow ana s ta ty s ty czn ie  p rzed  użyciem  opisanej dalej 
m eto d y . D o w eryfikacji m o żn a  użyć te s tu  C h i-k w a d ra t lub  te s tu  P earsona .



Biorąc to  pod  uwagę oraz wykorzystując fakt, że x v E {0,1}, o trzym u­
jem y:

w ) = ( * ¿ r o - ł i ) 1-*'. (no
W ykorzystu jąc  po s tu lo w an ą  niezależność  współrzędnych x Ui m am y

n

w ) = ( n 2 >
v=i

i podstaw ia jąc  ( 1 1 1 ) do ( 1 1 2 ), o trzym ujem y

p i * /« -) »  n i w r i i - ^ ) 0 - 0 ]- ( n 3 )
ł/=i

Z atem  funkcja  przynależności (106) m a  w tym  przypadku postać:

n
Ć‘(x) =  + ( 1  - * „ ) l n ( l  -  »¿)] + l n p i . (114)

l/ = l

W zór (114) m ożna  przekształcić  do wygodniejszej postaci:

n n
C "U )  = X >  -  ln(l -  i i i ) ]* ,  +  £ ( 1  -  i/t) +  l n p \  (115)

l/ = l |/ = 1

wskazującej, że funkcja  przynależności je s t  w ty m  przypadku funkcją  li­
niową (por. wzór (58)). W  procesie uczenia opisanym  w rozdziale 6 (por. 
wzory (6 6 ), (67), (6 8 )) nie znane wartości rfv oraz p* nie występowały 
w sposób jaw n y  i d la tego  były wyznaczane niejako m im ochodem , tu  n a to ­
m ias t  m o g ą  być obliczone na podstaw ie  m etod  s ta tystyk i,  zgodnie z zasadą  
op tym alizacji funkcji przynależności. Wniosek z przytoczonych rozważań 
je s t  dość zaskakujący. Jeśli spełn ione są  statystyczne założenia om aw ia­
nego tu  w arian tu  m etody, to  zadanie  jest najwyraźniej liniowo separowalne, 
a  wówczas m o żn a  stosować a lbo  m etodę uczenia funkcji liniowych, ą lbo  ob­
liczenia p robabilis tyczne -  a  efekt je s t  podobny.

P rzeds taw im y  a lgo ry tm  d la  rozważanej tu  wersji m etody. W prow a­
dzimy następu jące  obiekty:

1 0 8  8. M etody probabilistyczne



p r [ l  . .  n u m c la s s ] [ l . .d im ] -  p raw dopodobieństw o, że d la  ustalonej klasy 
okreś lona  cecha je s t  je d y n k ą  (>7̂ )

b eg in
for i := 1 to  numclass do  
b eg in

fun [i] :=  log(Prob[i]); 
f o r  n :=  1 t o  d im  d o

fun[i] :=  fun[i] +  (log(pr[i,n]) -  log ( 1 .0 -p r[i ,n ]))*ob j[n ]
+  log( 1.0  -  pr[i,n]);

en d
rec :=  p o in tm ax (fu n ) ;

en d

8.5. P rzy p a d e k  niezależnych sk ładow ych w ektora  cech 1 0 9

8 .6 . P r z y p a d e k  w ie lo w y m ia ro w e g o  r o z k ła d u  
n o r m a ln e g o

R ozw ażm y z kolei inny  p rzypadek . Niech rozkłady p ( x ) / i )  będą  wielowy­
m iarow ym i ro zk ład am i G a u ssa (9)

P ( x / i )  =  — exp
v/ ( 2 tt)'*|T*|

(116)

P ostać  P ( x j i )  d la  L  =  2 p rzedstaw iono  przykładow o n a  rysunku  8.3. 
Przez M* oznaczono w ektor wrartości oczekiwanych d la  i-tej klasy, św iado­
m ie naw iązu jąc  do w prow adzonego wcześniej pojęcia wzorca (por. wzory 
(42) i (43)); zak ładam y , że wartości elem entów  tego w ektora  b ę d ą  obliczane 
ja k o  średnie  z e lem en tów  ciągu uczącego, należących do i-tej klasy,

(9 ) W zastosow an iach  p rak ty czn y ch  należy zawsze badać, czy h ip o teza  o norm alno­
ści ro zk ład u  je s t  sp e łn io n a  z zadow alającym  poziom em  w iarygodności. M ożna do 
teg o  użyć uogólnionego n a  p rzy p ad ek  w ielow ym iarowy te s tu  A (K ołrnogorow a), ale 
t rz e b a  p rzyznać , że  w ogólnym  p rzy p ad k u  k o n tro la  norm alności ro zk ład u  wielowy­
m iarow ego je s t  zadan iem  b a rd zo  tru d n y m . D latego  dość często  pró buj em y  za s to ­
sować podejśc ie  op isane w ty m  podrozdzia le  bez weryfikacji ch a rak te ru  ro zk ład u  -  
u zy sk u jąc  n ie raz  d o b re  sk u tk i w postaci popraw nego rozpoznaw ania naw et w p rzy ­
p a d k u , k iedy  ro zk ład  n ie  je s t  rozk ładem  norm alnym , lecz dow olnym  innym  (byle 
u n im o d a ln y m  o skończonej w ariancji).
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=  ( 11?)
* =  1

N ato m ias t  T* je s t  m acierzą  kow ariancji(10) składowych wektora  x  d la  
i-tej klasy. B ędą one w yznaczane ze wzoru:

T U  =  £ ( < ■ *  -  (118)
fc = 1

S ym bol |T ‘ | oznacza wyznacznik macierzy T 1, (T *)“ 1 je s t  m acierzą 
o d w ro tn ą ,  a (x  -  A£*)T -  w ektorem  transponow anym .

W staw ia jąc  wzór (116) do (106), o trzym uje  się bez tru d u  funkcję przy­
należności

C ' ( x )  = -  i  ln [ ( 2 t ) t>|T ‘|] +  l n p ‘ . (119)

Łatw o pokazać, że funkcja  (119) je s t  funkcją kw adra tow ą ze względu 
n a  £, p rzekszta łca jąc  j ą  do postaci:

ć ‘(x ) =  -  -  U m : ) t O T 1 +
\  L (120) 

+  2 In [(2ir)n|T(|] +lnpV

Jeśli je d n ak  założy się (co zbyt często w praktyce przyjm uje  się nieco 
bezkrytycznie!), że macierze kowariancji nie różnią  się w sposób is to tn y (n ), 
to  znaczy zak ładając

( 10) D la popraw nego  w yznaczenia elem entów  m acierzy kow ariancji konieczne je s t dyspo­
now anie d u żą  p o p u lac ją  (dużą liczbą obserwacji tw orzących ciąg uczący N  i każdy 
z podciągów  /V’ ).

( ł l ) B adan ie  zgodności w ariancji przeprow adzić m ożna za  pom ocą odpow iedniego te s tu  
sta ty stycznego , będącego uogólnieniem  n a  przypadek  wielowymiarowy sta ty sty k i F 
F ishera.



8.6. P rz y p a d e k  w ie low ym iarow ego  ro zk ład u  n o rm a ln eg o  111

Rys. 8.3. Rozkład G aussa  dla L =  2

T 1 =  T 2 =  • • • =  TL =  T, (121)

m o ż n a  w zór ( 1 2 0 ) znaczn ie  uprościć , usuwając z niego w szystk ie  te  ele­
m enty , k tó re  n ie za leżą  od  n u m eru  k lasy  i, a  z a tem  sk ład n ik i  (z p u n k tu  
w id zen ia  ro z p o z n aw a n ia )  nie różn icu jące . O trz y m u je  się wówczas funkcję 
liniową

Ć ‘(x) =  x r J - ' M i -  ¿ (M i )7 T - 1M' +  Inp‘, (122)



w sp o m n ia n ą  ju ż  wcześniej w ielokrotnie . J a k  widać, w p rzypadku  stosow a­
n ia  podejśc ia  p robab ilis tycznego  i założenia  norm alnej postaci rozkładów 
P ( x j i )  funkc ja  przynależności p rzy jm uje  formę liniową jedyn ie  w przy­
p ad k u  jednakow ych  m acierzy  kowariancji.

A lg o ry tm  opisyw anej m e to d y  je s t  s tru k tu ra ln ie  ba rdzo  prosty, ale  jego  
pe łny  zapis  je s t  dość d ług i ze względu n a  p racochłonne operow anie w kom ­
p u te rze  fo rm u łam i obliczeniowym i odw ołującym i się do rachunku  macie­
rzowego. Z tego  względu p rzed s taw im y  go w form ie uproszczonej, w prowa­
dzając  dwie p rocedu ry  (obliczające p a ra m e try  s ta tystyczne  n a  podstaw ie  
ciągu uczącego) o raz  trzy  funkcje:

C o u n t M e a n ( m e a n )  - ob liczanie wektorów wartości średnich ( M %).

C o u n t V a r i a n c e ( v a r i a n c e )  -  obliczanie macierzy kowariancji wszyst­
kich klas ( T ł ),

E q u a l V a r i a n c e ( v a r i a n c e ) :  B o o l e a n  -  ocena  wiarygodności h ipotezy 
o identyczności m acierzy  kowariancji,

f l i n ( i , o b j ) :  r e a l  -  obliczenie funkcji przynależności w edług funkcji li­
niowej (w'zór 1 2 2 ),

f s q r ( i , o b j ) :  r e a l  -  ob liczanie  funkcji przynależności w edług funkcji 
kw adra tow ej (w zór ( 1 2 0 )).

Nowe tablice, używ ane w rozw ażanym  algory tm ie, a  dotychczas nie 
dek larow ane , są  następu jące :

m e a n [ l  . .  num class][l .. dim] -  wektory średnie d la  wszystkich klas,

v a r i a n c e [ l  ..  n u m c la s s ] [ l . .  d im ] [ l . .  dim] -  macierze kowariancji wszy­
s tk ich  klas.

b e g i n
C o u n tM e a n (m e a n ) ;  C ountV ariance(variance); 
f o r  i :=  1 t o  num class  d o  

i f  E qualV ara iance(variance) 
t h e n  fun[i] :=  flin(i,obj) 
e l s e  fun[i] :=  fsqr(i,obj); 

rec :=  p o in tm ax (fu n ) ;
e n d

1 1 2  8. M etody probabilis tyczne
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8 .7 .  M e t o d y  o p a r t e  n a  e m p i r y c z n y m  b u d o w a n iu  
r o z k ł a d u

P rz y s tą p im y  do  dyskusji trzeciego z w ym ienionych uprzednio  podejść, 
op ie ra jąc  się n a  założeniu  b rak u  jakiejkolw iek (naw et s t ru k tu ra ln e j)  in­
form acji o ch arak te rze  ro zk ład u  P ( x j i )  i bazow aniu  wyłącznie n a  ciągu 
uczącym  U . Is tn ie je  przy  ty m  kilka rekom endow anych w li te ra tu rze  me­
to d ,  z k tó rych  w y b ran o  do  om ów ien ia  n iep aram etry czn ą  m e todę  P a rzen a  
oszacow an ia  gęstości p raw dopodob ieńs tw a . M eto d a  t a  bazu je  n a  obliczaniu  
P ( x j i )  n a  p o d s taw ie  wrzoru:

X  — X  

Vk
(123)

gdzie r]k p o d o b n ie  j a k  w m etodzie  funkcji po tencja lnych  oznacza  uzbież- 
n ia jący  ciąg liczbowy, spe łn ia jący  w arunek:

[’/ >  0] A lim rjk =  0 A
fc —  OO

lim  k(T]k)n =  co k—oo (124)

zaś j ą d r o  oszacow ania  G  je s t  funkc ją  a rg u m en tu  wektorowego /i, sp e łn ia ­
j ą c ą  w arunk i:

[ / / .  /  G ( tJ)  d tl  =  |G(/£)|d/£ <  O O

A [ / / ■ „ ■  /  c r2(ii) d i£ <  ° ° ]  a  m - t o i = °

gdzie n o rm a  w ek to ra  /i m oże być ob liczona  ja k o

W2 = ¿ ( M 2-

(125)

0 = 1

P rzy k ła d e m  ciągu rjk spełn ia jącego  w arunki (124) może być ciąg licz­
bowy

r ) k = t i k - \  (126)



gdzie s ta łe  ^  i 1/  s p e łn ia ją  w arunki:

[// >  0] A [0 <  1/  <  —), (127)
Tl

zaś j a k o  p rz y k ła d y  funkcji j ą d r a  G ( y )  m ożna  zaproponow ać:

« W - { I  £  l i l i i:  <->

gdzie  r) j e s t  dow olną  s ta łą ,  a lbo

G(/£) =  (2 jr)_ n / 2 exp  ( ~ | £ | 2^  (129)

1 1 4  8. M etody  probab ilis tyczne

lub
n

G (/ i )  =  2 "e jcp  ) , (130)

a lbo

i/=i

c ( g )  =  f i  ( i + w r *  • ( 1 3 1 )

P rze d s taw im y  a lg o ry tm  omówionej m etody , zak łada jąc , że j ą d ro  osza­
co w an ia  z ad a n e  j e s t  funkc ją

k e r n e l ( o b j ,  sam plfk], seq[k]) -  j ą d r o  oszacow ania  (123).

D la  sk ró cen ia  zapisu  p rzy jm iem y  dodatkow o, że określone s ą  tab lice:

s e q n [ l . .  num ] -  zaw iera  przeskalow ane w spółczynnik i c iągu uzbieżnia- 
ją ceg o  1 /(r)k )n ,

n u m i [ l . .  numclass] -  liczebność podzbiorów  k las  w ciągu uczącym  N \

d e n [ l . .  num class] -  w artości gęstości p raw d o p o d o b ień s tw a  p ( x j i )  w 
punkcie  x.

b e g i n
den :=  0 ; {wyzerowanie całej tablicy} 
f o r  k :=  1 t o  n u m  d o  

b e g i n  
i :=  sam p l [k ][d im -f 1];
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den [i] :=  den  [i] +  seqn [k] * kernel(obj,sam pl[k]łseq[k]); 
e n d
den [i] :=  den[i] * ( 1 .0 /num i[i]);  

f o r  i :=  1 t o  num class  d o
fun[i] :=  log (den[i])) +  log(Prob[i]); 

rec :=  p o in tm a x (fu n ) ;
e n d

W a d ą  rozw ażanego  podejśc ia  je s t  konieczność u trzy m y w an ia  w pam ięci 
całego  c iągu uczącego U , n iezbędnego do  efektywnego obliczenia p ( x ] i )  
w ed ług  w zoru (123). Is tn ie je  o d m ia n a  omówionej m etody, pozw ala jąca  n a  
oszczędniejsze g ospodarow an ie  pam ięcią , op isana  w pracy  [9].

8 .8 .  A l g o r y t m  L I  j a k o  sz c zeg ó ln y  p r z y p a d e k  m e t o d  
p r o b a b i l i s ty c z n y c h

In te re su jące  w łasności m a  a lg o ry tm  L I ( U ) o p racow any(13) n a  podstaw ie  
n iep a ram e try czn e j  e s ty m ac ji  funkcji gęstości p raw dopodob ieńs tw a  P ( x j i ) .  
K oncepc ja  tego a lg o ry tm u  j e s t  in tu icy jn ie  p ros ta ,  jeśli je j w yjaśnienie  za­
cząć od  p rzy p a d k u  jednow ym iarow ej przestrzeni cech A' (n  =  1). W  ta k im  
p rz y p a d k u  p u n k ty  ciągu uczącego U  dzielą  przestrzeń  X  n a  przedzia ły  A , 
przy  czym  d la  każdej klasy i (d la  każdego podzb io ru  ciągu uczącego U 1) 
p rzedz ia ły  te (oznaczane  A*) inaczej się uk ład a ją . N ieznany ob iek t x  t ra f ia  
do  jed n eg o  z tych przedzia łów  -  oczywiście d la  każdej klasy je s t  to  inny  
p rzedzia ł A* (z ) .  I s to ta  a lg o ry tm u  L I  po lega n a  ty m , że należy wskazać 
ja k o  p o p ra w n e  rozpoznan ie  ten  n u m e r  k lasy i, k tó rem u  o d p o w ia d a  naj­
m n ie j s z y  p rzedzia ł A* (z ) .  Funkcje  przynależności są  więc odwrotnościami  
d ługości odpow iedn ich  przedziałów :

C *  ( * )  =  1

A « ( z ) '

( 12) N azw a a lg o ry tm u  pochodzi o d  słów „least in terva l” -  najm niejszy  p rzed zia ł, co 
zn a jd u je  u zasad n ien ie  w opisie m etody .

( 13) T w ó rcą  a lg o ry tm u  L I  je s t  prof. Zdzisław  B ubnicki z P olitechnik i W rocław skiej. 
W a rto  to  p o d k reślić , pon iew aż je s t  to  n a jb ard zie j znaczący  sukces P o laka w dzie­
d z in ie  teo rii ro zp o zn aw an ia  obrazów .
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D la  p rz y p a d k u  n > 1 zasad a  ta  m usi być oczywiście zm odyfikow ana 
w tak i  sposób , aby uw zględniać p rzedziały  & l ( x j )  n a  wszystkich osiach 
x j .  O dpow iedn i wzór, doprow adzony  do form y użytecznej w p rak tyce  m a  
pos tać :

C ' ( x ) = p '
N '

(132)

gdzie o znaczen ia  N* o raz  p % by ły  ju ż  używ ane, zaś kluczowe d la  tego algo­
ry tm u  d ługości p rzedziałów  A ' ( x j )  są  w yznaczane w n as tępu jący  sposob. 
D okonyw ane je s t  porządkow anie  każdej cechy i j  w każdym  podciągu  uczą­
cym  U \  tak  aby

Vi€/ Vj€U,n]
- I  ,1/ -1,1/
* /  < * / (133)

gdzie v  j e s t  now ym  n u m erem  porządkow ym  składowej będącej e lem en­

te m  w ek to ra  x % 6  U 9. W ówczas

(134)

gdzie k j e s t  ta k  d o b rane , aby  sk ładow a  Xj w ektora  cech x  rozpoznaw anego 
o b iek tu  d  €  D  s p e łn ia ła  nierówność:

* } *  <  X j  <

M ożna  n a  zasadzie  um ow y wprowadzić

(135)

Vi6i x j ’° =  —oo A +1 =  + o c (136)

o b e jm u jąc  w ten  sposób p rzypadek , kiedy ty lko je d n a  z nierówności (135) 
je s t  sp e łn io n a ,  gdyż  w sp ó łrzęd n a  rozpoznaw anego ob iek tu  x  leży poza  
p rzedz ia łem  w yznaczonym  przez wartości odpow iednich współrzędnych 
obserw ow anych w ciągu uczącym  d la  ¿-tej klasy.

P r z y k ł a d .  W  pracy L. K ota  badano poprawność rozpoznawania głosek szu­
mowych różnymi m etodam i; wśród nich znalazły się wszystkie omawiane metody. 
Porównajmy zestawione w tabeli 8.2 wyniki rozpoznawania uzyskane kilkoma
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m etodam i dla dwóch głosek(14): łatwej do rozpoznawania głoski w  oraz trudnej 
do  rozpoznaw ania głoski sz.

T a b e l a  8 .2 .  Popraw ność rozpoznawania spółgłosek

M etoda Popraw ne rozpoznanie głoski (w procentach)

sz w

Parzena 40,0 84,6
LI 20,0 80,8
N N 80,0 100,0
a N N 60,0 100,0
j i i N N 20,0 100,0
N M 60,0 96,2

Jak  wynika z tych badań (oraz wielu innych przykładów) m etoda  Parzena 
daje is to tnie  gorsze wyniki rozpoznawania, niż m etody minimalnoodległościowe, 
zaś algory tm  L I , przy wszystkich swoich zaletach teoretycznych, także nie zawsze 
potw ierdza swoją użyteczność -  szczególnie w przypadku obrazów trudnych do 
rozpoznawania.

A lg o r y tm  o p is a n e j  m e to d y  w y g o d n ie  b ęd z ie  p rz e d s ta w ić  p rzy  za łoże­
n iu ,  że z b ió r  uczący , r e p re z e n to w a n y  d o ty c h czas  w p ro g ra m a c h  przez  t a ­
b licę  s a m p l  z a s tą p io n y  z o s ta n ie  t a b l ic ą

s a m p l i  [1 . .  n u m c la s s ][ l  . .  d i m ] [ l . .  m a x n u m ]  -  c iąg  uczący  p o d z ie lo n y  
n a  klasy ,

m a x n u m  z a s tę p u je  t a b l i c a  n u m i [ i ] ,  a  u ż y w a n a  ju ż  p o p rz e d n io  (rozdz. 
4) fu n k c ja  s o r t  d o p e łn ia  l iczby  p o trz e b n y c h  definicji.

b e g i n
f o r  i : =  1 t o  nu  m c lass d o  
b e g i n

fun[i] :=  1;
f o r  j  :=  1 t o  d im  d o
b eg in

s o r t ( s a m p l i  [i][j]); { u p o rz ą d k o w a n ie  w k lasie  i od
na jm n ie jsze j  do  na jw iększej w arto śc i x l

k :=  1;

( 14) O bie g łoski p o d an o  w zap isie  o rtograficznym , a  nie w tran sk ry p c ji fonem atycznej.



w h i l e  obj[j] >  sampli[i][j][k] a n d  k < =  numi[i] d o  
k :=  k +  1 ; 

i f  k =  1 o r  k >  numi[i] 
t h e n  

b e g i n
fun[i] :=  0 ; 
g o  t o  nextclass; 

e n d  
e ls e
fun[i] :=  fun[i] * (numi[i] -  1 )*

(sampli[i] [k] [)]-sampli [i] [k-1 ][j]);
e n d

fun[i] :=  Prawd[i] * numi[i]/fun[i]; 
nextclass:; 

e n d
rec :=  po in tm ax(fun);

e n d

8 .9 . R o z p o z n a w a n ie  e ta p o w e

W zm iankow ane  w ielokrotnie  m etody  rozpoznawania etapowego, zwane też 
m e to d a m i sekwency jnymi  (od klasycznej teorii analizy sekwencyjnej  stoso­
wanej przy s ta ty s tycznym  opracowyw aniu  wyników badań  empirycznych -  
por. (40]) należą także  do grupy omawianych tu  m etod probabilistycznych. 
P u n k te m  wyjścia przy budowie tych m etod  je s t  test W ald a (16). Nadaje się 
on do  bezpośredniego w ykorzystan ia  w zadaniu  rozponaw ania  etapowego 
w p rzypadku  dychotom ii (rozpoznaw ania  dwóch klas, L  =  2).

Załóżm y p o n ad to , że gęstość praw dopodobieństw a P t ( x j i )  może być 
w yznaczona w kolejnych krokach (e tapach  procesu rozpoznawania) z =  
1 , 2 , ,  ¿mar <  n  przy znajomości jedynie  niektórych składowych x v €  x.

M a to  miejsce n a  p rzykład  przy niezależnych składowych x „ } kiedy 
to  w każdym  kroku z m ożna w ybrać dowolny podzbiór x  £  2X (przy

1 1 8  8. M etody probabilistyczne

( 16) W lite ra tu rze  te s t te n  oznaczany byw a sym bolem  W SPR T  (W ald’s Sequential P ro ­
b ab ility  R a tio  T est) -  jakkolw iek podstaw ow e p race  m atem atyczne A. W alda, dość 
s ta re , ale  wciąż inspirujące badaczy  (głów na m ongrafia pochodzi z 1947 roku!) opie­
ra ły  się n a  wcześniejszych b adan iach  H.F. D odge 'a  i H.G. Rom iga.



założen iu , że # x \  <  # ¿ 2  <  • • <  # x Zmma =  n )  i obliczać w artość  Px{ x j i )  
ze wzoru:

P z ( * / t ) =  n  p ( w > ) .
x v$x,

k tó ry  w a r to  porów nać  z analog iczną  fo rm u łą  (112). Załóżm y także  zna­
jo m o ść  dopuszczalnego  p raw d o p o d o b ień s tw a  błędów e^  d la  wszystkich n  
oraz  v  =  1 , 2 , . . . ,  L.  P rzy  zadan iu  dychotom izac ji  (L  =  2) z te s tu  W ald a  
w yn ika  p o trz e b a  oszacow ania  dwóch wartości, oznaczanych t u t a j ( 17) Td
i r , :

1 ~  ¿21 rp e21
— , 1 d —
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P o d s ta w ą  do p od jęc ia  decyzji j e s t  s tosunek  p raw dopodob ieństw  (po­
rów naj wzór (97) p e łn iący  w tej m etodz ie  rolę funkcji rozdzielającej, za­
m ia s t  używ anej do tychczas  funkcji przynależności (por. D odatek  2):

C u (x) -  P‘
* ( J PA*J2)'

N a p o d s taw ie  w artości funkcji C ] 2(x )  m ożna  ustalić  właściwe rozpo­
znan ie , dob ie ra jąc  k o n k re tn ą  p os tać  odw zorow ania  F e:

f i .  gdy c ? { x ) > T „
F'  [C i2(x)] = { i , ,  gdy T3 > C}2(x) > Tt,

1 2, gdy C \ \ x ) < T d.

P o s tać  tej fo rm u ły  w pe łn i u zasad n ia  in tu icy jne  przekonanie , ja k ie  
wiąże się z m e to d a m i rozpoznaw an ia  e tapow ego (sekwencyjnego): jeśli n a  
e tap ie  z  pom ie rzo n o  w ystarczający  zbiór cech x 2l to  wówczas p rzekroczona  
zosta je  j e d n a  z g ran ic  d anych  p a ra m e tr a m i  Td lub  T s i możliwe je s t  p o d ­
jęcie  jed n o zn aczn e j  decyzji. Jeśli n a to m ia s t  w artość funkcji rozdzielającej 
s p e łn ia  wra ru n ek  T g >  C ] 2( x )  >  Td, to  wówczas b rak  po d s taw  zarów no 
do  u z n an ia ,  że m a m y  do  czynienia  z k lasą  i =  1 , j a k  do przyjęcia  h ipo­
tezy a l te rn a ty w n e j  i =  2. Należy wówczas przejść do kolejnego kroku  z -f 1 
i uzu p e łn ić  zb iór cech o d o da tkow e pom iary . U tw orzony w ten sposób zbiór

( 17) W  te śc ie  W S P R T  u ż y w a n e  s ą  zw yczajow o  o z n a c z en ia  A i B , je d n a k  te  sy m b o le
z o s ta ły  w te j  k s ią ż c e  z a reze rw o w an e  d o  in n y c h  celów .



x 2 + \ m oże pozwolić n a  dokładniejsze  wyznaczenie wartości C j j i ( s )  i może 
doprow adzić  do jednoznacznej decyzji. Jeśli nadal F e [C ]2(x)] =  \ t , na­
leży przejść do  kroku z  4 -2  itd . P ro ced u ra  ta  musi doprowadzić do jednej 
z dwóch m ożliwych sy tuacji:  a lbo  na  pew nym  e tap ie  Zj s tan ie  się możliwe 
podjęcie  jednoznacznego  rozpoznan ia  i, a lbo  osiągnięty zostan ie  limit zmax 
bez możliwTości pod jęcia  takiego rozpoznania . W  tym  drug im  przypadku  
je d y n ą  m ożliw ą decyzją  będzie defin ityw na odm ow a rozpoznania: i =  i 0.

O pisany  sposób pos tępow an ia  je s t  ła tw y do przeprow adzenia  d la  z ad a ­
n ia  dycho tom ii ( / ,  =  2). Bardziej z łożona sy tu ac ja  pow staje  d la  L >  2. T u  
w ogóle nie je s t  możliwe podjęcie  pozytywłnej decyzji: jedyne, co m ożna 
robić, to  kole jna  e lim inacja  w poszczególnych krokach z klas. do których 
rozw ażany  obiekt x  n a  pew no nie należy. W ykorzystu je  się tu  także w ar­
tości gran iczne  7 n (oddzielne d la  każdej klasy ¿), obliczane ze wzoru:

1 2 0  8. M etody probabilis tyczne

V  =

oraz funkcje przynależności

c \  =

1 — ett

r K 1
U = i

P A * / i )

n  p * ( i J v )
.V—\

Oczywiście w obydw u przytoczonych wzorach i =  1 ,2, . . . , L  oraz z =  
1, 2 , . . . ,  zmax. Podejm ow anie  decyzji F e polega na  wprowadzeniu ciągu 
podzbiorów  / 0, I \ ,  ¡2, . . . ,  / , , . . . ,  / ¿ marV*(/ C I )  o malejącej liczebności

L  =  # / o  >  # / i  >  # / 2 >  ■ • • >  # / ,  >  • • • >  # I 2mar > 1, 

tw orzonych w edług i teracyjnej  zasady:

I() — I  > Iz — Iz — 1 Iz 1

gdzie sym bol ” oznacza różnicę zbiorów. Funkcjonowanie a lgory tm u 
ropoznającego  polega n a  usuw aniu  ze zbioru I2- \  wszystkich elem entów 
zbioru  U  zdefiniowanego w sposób następujący:

/ ,  =  { i : C j < r } ;
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zbiór usuw anych  e lem n tó w  I 2 m oże być pusty, jeśli w d a n y m  kroku z nie 
u d a  się d la  żadnej klasy i us ta lić  nierówności C l2 < T x będącej p o d s taw ą  do
je j  w yk luczen ia  z dalszych rozw ażań. W  ta k im  p rzy p ad k u  trzeb a  pow ta-

kolejne dalsze  cechy x v . Może się również zdarzyć, że I 2 — / ¿ _ i ,  co ozna­
cza, że po  usunięciu  wszystkich spełn ia jących  w arunki klas pozostaje  zbiór 
p u s ty  ( I z = 0 ) .  D ecyzja  p o d e jm o w an a  n a  kroku z zależy głównie od  tego, 
czy liczba k las  # / *  pozosta jących  p o  dokonanej elim inacji n a  ty m  kroku 
je s t  m n ie jsza  czy większa od usta lonej wartości £ (zwykle p rzy jm uje  się

K onsekw en tne  s tosow an ie  pod an e j reguły  je s t  p o d s taw ą  funkcjonow a­
nia  om ów ionego  tu  a lg o ry tm u . Szczegóły tego a lgo ry tm u  oraz jego  uzasad-

(chociaż nie je s t  to  oczyw iste  na  pierwszy rzu t oka), że o p isan a  ogó lna  m e­
to d a  ro zp o zn aw an ia  jest rów now ażna  w prow adzonem u na  p oczą tku  p o d ­
rozdz ia łu  testow i W ald a  (W S P R T )  d la  p rzypadku  L =  2.

W p ro w ad za jąc  a lg o ry tm  m e to d y  rozpoznaw ania  e tapow ego  w prow a­
d z am y  nowe obiekty , ja k im i są  tablice:

p r [ l . .  n u m c l a s s ]  -  w artości p raw d o p o d o b ień s tw a  P2( x / i )  d la  poszcze­
gólnych klas (w yznaczne  poza  p rezen tow anym  a lgo ry tm em  po  każdorazo­
w ym  p o m ia rze  w artości kolejnej cechy),

T [1  . .  n u m c l a s s ]  -  w artości progowe (T*),

a c c [ l . .  n u m c l a s s ]  -  w artości logiczne, określające k tóre  klasy nie zo­
s ta ły  jeszcze w ykluczone (z a k ła d a  się, że n a  począ tku  wszysik te  e lem enty  
tej tab licy  m a ją  w artość  t r u e ) .

rzać p róby  e lim inacji d la  dalszych wartości z, w prow adzając  do rozważań

e = \ ) .

h i  gdy # I z < € ,
*e, gdy

. *0, gdy # l z  -  o.

nienie znaleźć m o żn a  głównie w p racach  K.S. Fu [41, 42]. M ożna wykazać

b e g i n
p ro d  :=  1; {w yznaczanie  mianownika} 
f o r  i :=  1 t o  num class  d o

prod  :=  p rod  * pr[i); 
coun t :=  0 ;
f o r  i :=  1 t o  num class  d o
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b eg in
if  pr[i]/prod > T[i] th en  acc [i] := false; 
i f  acc[i] th en  
b eg in  

count := count 4- 1; 
rec := i; 

en d  
en d
if  count =  0 th en  rec := 0; 
i f  count >  1 th en  rec := ALERT;

en d



9 . W P R O W A D Z E N I E  D O  S Y N T A K T Y C Z N E G O

R O Z P O Z N A W A N I A  O B R A Z Ó W

W  połowie la t  sześćdziesiątych okazało się, że naw et zaawansowane m etody  
m a tem aty czn e ,  p rzedstaw ione  w poprzednich rozdziałach, są  w pewnych 
p rzypadkach  m ało  skuteczne- Szczególnie dotyczyło  to  sytuacji, w k tórych 
rozważane obrazy  były bardzo  złożone, lub liczba klas b y ła  bardzo  duża, 
co z kolei pow odow ało znaczne zwiększenie się w ym iaru  przestrzeni cech 
użytych do  opisu wzorców. Klasycznym  p rzyk ładem  takiego prob lem u je s t  
identyfikacja  odcisków palców (rys. 9.1). O dpow iedzią  n a  pojawienie się 
tego rodza ju  p roblem ów  było  pow stan ie  syn tak tycznego  podejścia  do roz­
p ozn aw an ia  obrazów  w ykorzystującego m e to d y  lingwistyki m atem aty cz ­
nej.

P rzy  podejśc iu  sy n tak ty czn y m , złożony obraz je s t  dzielony n a  prostsze 
podobrazy , k tóre  próbuje  się rozpoznawać m eto d am i całościowymi, t ra k ­
tu jąc  je  ja k o  niezależne. W  przypadku , gdy podobrazy  te nadal charak­
te ry zu ją  się d u ż ą  złożonością, operac ja  podziału  je s t  kon tynuow ana tak 
długo, aż o trzy m am y  składow e pierw otne obrazu  (ang. p ic ture  prim itives). 
Składow e p ierw otne  obrazu  s ą  tak im i n iepodzielnym i e lem entam i obrazu, 
o k tó rych  zak ładam y, że is tn ie ją  i, co więcej, zakładam y, że d la  danej klasy 
obrazów  po tra fim y  je  a  prori zdefiniować, O pisany sposób postępow ania  
p rzedstaw iono  graficznie n a  rysunku  9.2.

J a k  więc widać, w p rzy p ad k u  m e to d  syntaktycznych, przed przystąpie­
niem  do właściwego rozpoznaw an ia  należy wyodrębnić składowe pierwotne 
oraz  relacje, ja k ie  zachodzą  m iędzy nimi. Najczęściej spo tykanym  sposo­
bem  w y o d ręb n ian ia  sk ładow ych pierwotnych je s t  segm entacja  obrazu , np. 
m e to d a m i w ykryw an ia  krawędzi za  p o m o cą  opera torów  gradientow ych lub 
o p era to rów  dopasow an ia  wzorców. Omówienie tych (oraz innych) m etod  
w yodrębn ian ia  (rozpoznaw ania) składow ych pierwotnych, Czytelnik może
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Rys. 9.1. O braz odcisku palca wprowadzony do kom putera  i poddaw any rozpo­
znawaniu może być przykładem  złożonego obiektu rozpoznawania, do którego 
identyfikacji nadają  się m etody syntaktyczne

znaleźć m iędzy  innym i w publikacjach  [53], [54] i [55]. Identyfikacja relacji 
je s t  n iezm iern ie  w ażnym  e ta p e m , gdyż, j a k  ju ż  wspom nieliśm y, rozpozna­
ją c  p o d o b ra z y  (a  więc i składow-e p ie rw otne) t ra k tu je m y  je  ja k o  niezależne 
obrazy . Z a te m  p raw id łow e złożenie całego obrazu  z podobrazów  w a ru n ­
kuje  p raw id łow e jego  rozpoznan ie . W aga tego e tap u  m a  swoje odzw ier­
ciedlenie w fakcie, iż podstaw ow ej klasyfikacji syn tak tycznych  m etod  roz­
p o zn aw an ia  obrazów  dokonuje  się w łaśnie  ze względu na  ch a rak te r  tych 
relacji (p o r .rozdz . 3). D la tego  też, zan im  przedstaw im y ideę m echanizm u 
rozpoznającego  o b razy  s t ru k tu ra ln e ,  om ów im y k ró tko  trzy  główne m e to d y  
fo rm alne  używ ane  do  rep rezen tac ji  obrazów  tego rodzaju , i lu s tru jąc  je  p ro ­
s ty m i p rzy k ła d am i.

Najwcześniej p o w s ta łą  g ru p ą  m e to d  są metody ciągowe.  J a k  ju ż  s a m a  
n azw a w skazuje, o b raz  je s t  reprezen tow any  w ty m  przypadku  przez c iąg , 
co oznacza , że w yróżn iam y  jed en  rodzaj relacji, jak i  może zachodzić po-
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o b raz  P

p o d o b ra z y

Prir p o d o b ra z y  
O

sk ładow e 
p ie rw o tne

Rys. 9.2. G ra f  dekom pozycji obrazu na elementy składowe

m iędzy  sk ład o w y m i p ie rw o tn y m i.  R elac ja  t a  to  konkałenacja  (doklejenie) 
kolejnego e lem en tu .  R ozw ażm y p rzyk ładow o  zbiór obrazów  przedstaw iony  
n a  ry su n k u  9.3. Jeśli założym y, że zb iór sk ładow ych  p ierw otnych  j e s t  okre­
ślony j a k  n a  ry su n k u  9.4, to  obraz  pierwszy m ożem y opisać c iąg iem  abcd  
( s ta r tu ją c  z p u n k tu  zaznaczonego  kółk iem  i po rusza jąc  się w zdłuż  kon­
tu ru  zgodnie  z ru ch em  wskazówek zegara) ,  obraz  d rug i -  aabccd  =  a?be2d, 
trzeci -  aaabcccd  =  a 3bc3d. O góln ie  klasę takicłi obrazów  (zauważm y, 
że je s t  to  zb ió r n ieskończony!) opiszem y p ro s tą  fo rm u łą  w pos tac i  ciągu 
a k bck dy k  >  0. T a k  zdefin iow ana  fo rm u ła  definiuje zbiór p ro s to k ą tó w , k tó ­
rych je d en  bok m a  d ługość  jed n o s tk o w ą . O góln ie jszą  klasę -  zbiór p ro s to ­
kątów  op iszem y  f o r m u ł ą a i 6mc*i/m , k,  m  > 0 , a  klasę k w adra tów  opiszem y 
c iąg iem  a k bk ck d k .

Języki ciągowe  s łu ż ą  do opisu  i ro zp o zn aw an ia  pojedynczych (n ie jedno­
k ro tn ie  b a rd zo  z łożonych) o b iek tów  o b razu . K lasycznym i p rz y k ła d am i t a ­
kich języków  są: język i o p a r te  n a  kodach  łańcuchow ych (F ree rn an a  [14,15]),
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język i op isu  obrazów  (S h aw a  [16]) i języki opisu cech k sz ta łtów  (J a k u ­
bow skiego [17,18]). Z o s ta n ą  one omówione w n as tęp n y m  rozdziale. Języki 
om aw ianej tu  klasy, naw et o  ta k  dużej m ocy opisowej j a k  języki opisu cech 
ksz ta ł tó w , nie d a ją  możliwości opisu obrazów  wieloobiektowych. Możliwość 
ta k ą  d a ją  n a to m ia s t  język i drzewowe i grafowe.

I kh

Rys. 9.3. Zbiór obrazów poddanych opisowi s truk tura lnem u

Rys. 9.4. Zbiór składowych pierwotnych do opisu obrazów z rys. 9.3

Języki drzewowe ch a rak te ry z u ją  się szerokim  sp ek tru m  zastosowań. 
P e łny  przegląd  tych zastosow ań znajdu je  się m iędzy innym i w [19]. W  roz­
dziale  1 0 , pośw ięconym  w całości m e to d o m  drzewowym , ich prezentację  
z i lu s tru jem y  dw iem a, najczęściej spo tykanym i w li te ra tu rze , aplikacjam i: 
a n a l izą  scen (ang . scene analysis)  i an a lizą  fa k tu r  (ang. texture analysis).
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A n a l i zą  sceny  n azy w am y  proces ro zp o zn aw an ia  tró jw ym iarow ego  o b ­
razu , w k tó ry m  w y o d ręb n io n o  i zidentyfikow ano obiekty  sk łada jące  się n a  
ten  o b raz  o raz  o p isan o  relac je , ja k ie  zach o d zą  pom iędzy  ty m i o b iek tam i.  
W  ty m  p rz y p a d k u  w y o d ręb n iam y  d w a  zbiory  sk ładow ych p ierw otnych . J e ­
d en  s łu ży  d o  op isu  ob iek tów , z jak ich  złożony je s t  o b raz , d ru g i  -  op isu je  
re lacje  (najczęściej p rzes trzen n e) ,  ja k ie  m o g ą  zachodzić  pom iędzy  ob iek­
ta m i .  P rzy k ła d o w o  p rzy jm ijm y , że o b a  zbiory  s ą  p rzedstaw ione  n a  ry su n k u
9.5. Z b iór o p isu jący  obiekty  o b ra z u  zaw iera  składow e p ierw otne: budynek
( 6), d rzew o (d) . a u to m o b i l  (a ) .  Zbiór określa jący  relacje,  ja k ie  m o g ą  zacho­
dzić pom ięd zy  o b ie k ta m i  o b ra z u  dzieli płaszczyznę, w k tórej z n a jd u ją  się 
ob iek ty  n a  os iem  podo b sza ró w . Jeśli, n a  p rzy k ład ,  o b iek t ty p u  drzew o (d ) } 
d la  k tó reg o  będz iem y  okreś lać  relację  w zględem  drug iego  o b iek tu  ty p u  b u ­
dynek  (6) z n a jd u jąceg o  się w p o c z ą tk u  u k ła d u  w spółrzędnych  XOY, będzie  
um ie jscow iony  wł zac ien ionym  obszarze, to  relację określim y ja k o  p. P rzy  
ta k  zdefin iow anych zb iorach , m ożem y reprezentow ać scenę przez d r z e w o ^ )  
ta k ,  j a k  je s t  to  p o k azan o  n a  ry su n k u  9.6.

Po jęc ia  f a k tu r y  będz iem y  używ ać do  określen ia  własności p o w ta rz a ją ­
cego się m o ty w u  (w zorca) ,  w ype łn ia jącego  c a łą  rozw ażaną  płaszczyznę. 
A n a liza  fa k tu ry  m oże być celem  sam odz ie lnym , n a  p rzy k ład  w p rzy p a d k u  
an a lizy  o b razów , n a  k tó rych  ob iek ty  w ogóle nie wry s tę p u ją  (n a  p rzy ­
k ła d  w b a d an ia c h  m eta lograficznych  lub  ocenie  p re p a ra tó w  geologicznych), 
a  ta k że  je s t  szczególnie w ażn a  w p rzy p ad k u  rozpoznaw an ia  obrazów  s łab o  
w y k o n tra s to w an y ch , k iedy  oddzielen ie  ob iek tów  od t ł a  je s t  t ru d n e  (n a  
p rz y k ła d  zd jęc ia  s a te l i ta rn e  -  rys. 9 .7). P rzy  podejśc iu  sy n tak ty cz n y m , 
o b ra z  j e s t  dzielony n a  o k ienka  o s ta ły c h  ro zm ia rach , możliwie ta k ,  aby  
w o k ienku  zna laz ł  się p o w ta rz a ją c y  się m o ty w . N astępn ie  m otyw  ten  je s t

(*) D rzew em  będziem y  nazyw ać sp ó jn y  i acykliczny graf. N a ry su n k u  9.6 drzew o m a  
zae ty k ie to w an e  w ierzchołki o ra z  zae ty k ie to w an e  i sk ierow ane kraw ędzie. P rz y p o ­
m n ijm y  jeszcze, że w ierzchołek , od  k tó reg o  drzew o t  b ierze p o czą tek  nazyw am y 
k orzen iem  drzew a t  (n a  ry su n k u  9.6 korzeniem  drzew a t je s t  w ierzchołek d),  n a to ­
m ia s t w ierzchołk i, z k tó ry ch  n ic  w ychodzą żad n e  kraw ędzie (n a  ry su n k u  9.6 -  6,6, a) 
-  nazy w am y  liśćm i. Z apisem  d rzew a t w p o s tac i naw iasowej (prefiksow ej) nazyw am y 
op is sk o n stru o w an y  rek u ren cy jn ie  w n as tęp u ją cy  spo só b  : /o =  k ( I i  . . . / n ), gdzie 
k  je s t  e ty k ie tą  k o rzen ia  d rzew a  t , / ,  je s t  zap isem  w p o stac i naw iasow ej drzew a, d la  
k tó reg o  k o rzen iem  je s t  i- ty  bezp o śred n i n a s tęp n ik  w ierzchołka k.  P rzyk ładow o  d la  
d rzew a  z  ry su n k u  9.6 b ęd z ie  to  zap is  d(d(bb)a) .  Jeśli chcem y uw zględnić w ta k im  
zap isie  e ty k ie ty  k raw ędzi, to  p rzed  k ażd ą  e ty k ie tą  w ierzchołka dop isu jem y e ty k ie tę  
kraw ędzi w chodzącej do  tego  w ierzchołka. W  naszym  p rzy k ład zie  o trzy m am y  w tedy: 
d ( v d ( x b v b ) t a ) .  W prow adzone  pow yżej (w in tu icy jn y  sposób) p o jęc ia  będziem y u ży ­
wać w ro zd zia le  10. F o rm alne  defin icje C zy te ln ik  m oże znaleźć, przykładow o, w [20].
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Rys. 9.5. Zbiór obiektów (po lewej stronie) i zbiór relacji (po prawej) używanych 
do struk turalnego  opisu obrazów

/

/  \

Rys. 9.6. P ros ta  scena (po lewej stronie) i opis tej sceny za pomocą obiektów i 
relacji wprowadzonych na  rys. 9.5

reprezen tow any  w postaci drzewa. Rozważmy przykładowo powierzchnię 
o fak tu rze  przedstaw ionej n a  rysunku 9.8a.

P ow tarza jący  się m otyw , umieszczony w okienku 9 x 9  znajduje  się 
n a  rysunku  9.8b, n a to m ia s t  drzewo rozpinam y w okienku tak , ja k  to  za­
p rezen tow ano  n a  rysunku  9.9a (s trza łką  zaznaczono piksel odpow iadający  
korzeniowi drzewa). P rzy jm ując , że zbiór składowych pierwotnych złożony 
je s t  z czarnego piksela  opisanego przez 1 i białego -  opisanego przez 0 ,
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Rys. 9.7. Zdjęcia satelitarne, będące wyjątkowo częstym obiektem analizy i roz­
poznawania komputerowego, stanowią przykład obrazów, przy rozpoznawaniu 
których wykorzystuje się analizę faktury
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m ożem y rep rezen tow ać  rozw ażany  m otyw  przez drzewo znajdu jące  się n a  
ry su n k u  9.9b.

T rzec ią  g ru p ą  rozw ażanych  tu  m e to d  s ą  metody grafowe. Użycie grafów 
d o  op isu  z łożonych dw u- i tró jw ym iarow ych  obrazów  w ieloobiektowych 
je s t  pow szechnie  sp o ty k an e  w l i te ra tu rze . Zw iązane je s t  to  z fak tem , że 
g ra f  j e s t  m o cn ie jszym  fo rm alizm em  opisow ym  niż drzewo. Z ilu stru jm y  to 
n a s tę p u ją c y m  p rzy k ład em .

Niech o b iek ty  sceny i relacje  m iędzy n im i b ę d ą  rep rezen tow ane  j a k  n a  
ry su n k u  9.5. R ozw ażm y dw ie sceny przedstaw ione  n a  ry sunku  9.10. W  
p rz y p a d k u  uży c ia  rep rezen tac ji  drzewowej obie sceny są  reprezen tow ane  
przez to  s a m o  drzew o p rzeds taw ione  n a  ry sunku  9.6, gdyż sceny te  różn ią  
się je d y n ie  re lac ją  po m ięd zy  g ó rn y m  a  do ln y m  budy n k iem . Relacji te j,  nie­
s te ty , nie m ożem y określić, pon iew aż w drzewie pow sta łb y  cykl. N a to m ia s t  
w p rz y p a d k u  rep rezen tac ji  grafowej obrazy  te  są  rozróżnia lne  i reprezen­
to w an e  przez g ra fy  zn a jd u jące  się n a  ry sunku  9.11.

b)

B

Rys. 9.8. Przykład powierzchni o wyraźnej fakturze (a) i powtarzający się, ele­
m entarny motyw faktury (b)

Po om ów ien iu  p ro b lem u  rep rezen tac ji  ob razu  (kluczowego w p rzy p ad k u  
m e to d  sy n tak ty cz n y ch ) ,  p rzed s taw im y  teraz  ideę syntaktycznego rozpozna­
w ania  obrazów.  P o d s taw o w y m  założen iem  tych m etod  je s t  możliwość zde­
fin iow ania  m echan izm u  generu jącego  reprezen tac je  (ciągowe, drzewowe lub 
grafow e) rozw ażanych  obrazów  [19]. T y m  m echan izm em  je s t  gramatyka  0
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a) u

R s. 9.9. S tru

*>)

0 - 0 - 0 - 0 - 1 - 0 - 0 - 0 - 0
0 - 0 - 0 - 1 - Ó  -  1 -  0 - 0 - 0  

0  — 0 — 1 — 0  — ¿  — 0 — 1 — 0 — o 

0 - 1 - 0 - 0 - 0 - 0 - 0 - 1 - 0
1 - 0 - 0 - 0 - 0 - 0 - 0 - 0 - 1  

0 - 1 - 0 - 0 - Ó - 0 - 0 - 1 - 0  

0 - 0 - 1 - 0 - 0 - 0 - 1 - 0 - 0  

0 — 0  — O — 1 — Ó — 1 — o  — o — o 

o - o - o - o - i - o - o - o - o

u ra  d rzew a , n a  k tó ry m  rozp inana je s t  fak tu ra  z rys. 9 .8a  (a)
i rep rezen tac ja  m otyw u fak tu ry  przez drzewo (b)

* /  I \
/  \  /  \

\  /
/  • /^  \ /

6 ś
Rys. 9.10. P rzyk ład  dwóch scen, k tórych opis s t ruk tu ra lny  za pom ocą  drzew a 
je s t  identyczny, a k tórych topografia  je s t  znam iennie różna

(ciągowra, d rzew ow a łub  g rafow a), a  zb ió r wszystkich rep rezen tac ji  obrazów  
generow anych  przez n ią  j e s t  t r a k to w a n y  ja k o  pew ien język .  M ożem y z a te m  
sk o n s tru o w ać  a u t o m a t  21 ro zp o zn a jący  e lem en ty  tego  języka . A u to m a t  ten , 
a  raczej je g o  p ro g ra m o w a  im p le m e n ta c ja  -  a n a l iz a to r  sy n tak ty cz n y  (ang .



1 32 9. W prow adzen ie  do syn tak tycznego  rozpoznaw ania  obrazów

Rys. 9.11. Opis s t ruk tu ra lny  scen z rys. 9.10 za pom ocą grafów pozwala na 
wydobycie cech, które je  różnią

p a rs e r )  o d p o w ia d a  procedurze  rozpoznającej F  je d n y m  z dwóch n as tępu ­
jący ch  sposobów .

Niech zbiór obiektów  D  rozb ija  się n a  kolekcję L  klas równow ażno­
ści { D l | i =  1, . . .  L ]  nazyw anych -  ja k  wszędzie dotychczas -  o b ra ­
zam i. Zdefiniujm y zbiór s tanów  końcowych a u to m a tu  (p a trz  D odatek  3) 
-  =  { / i ,  • • . , / L » e r r )  tak ,  że d la  każdego ob iektu  d E D x, a u to m a t
po przeana lizow aniu  reprezentacji x  ob iek tu  d  przejdzie w s tan  T ak  
więc rozpoznan ie  i E I  ob iek tu  d  E D  będzie w ty m  przypadku  u s ta lane  
n a  p o d s taw ie  identyfikacji s tan u  końcowego a u to m a tu  2L Brak decyzji i 0 
o d p o w ia d a  w au to m ac ie  21 s tanow i błędu  e r r .

D rug im  sposobem  je s t  kons trukc ja  a u to m a tu  z wyjściem (pa trz  
defin ic ja  a u to m a tu  L L (  1) w D o d a tk u  3). A u to m a t  tak i, dokonując a n a ­
lizy reprezen tac ji  x  ob iek tu  </, w ypisuje w kolejnych krokach num ery  tych 
p rodukcji V  g ra m a ty k i  0 , k tó rych  należałoby użyć, aby wygenerować re­
p rezen tac ję  x .  Zbiór s tanów  końcowych a u to m a tu  je s t  w ty m  p rzypadku  
dw uelem en tow y F  =  {a c c . e r r }, gdzie acc oznacza s tan  akceptacji p rzea­
nalizowanej rep rezen tac ji  (w sensie jej przynależności do języka  rozpozna­
walnego przez a u to m a t  21^ ) ,  czyli s tan  rozpoznan ia  ob iek tu  d, n a to m ias t  
e r r  oznacza  (jak poprzedn io ) b ra k  decyzji. Identyfikacji i E I  odpow ied­
niej k lasy  D % dokonujem y, przy ty m  podejściu , n a  podstaw ie  o trzym anego  
n a  wyjściu ciągu num erów  {/i,} produkcji E V  (z każdą  k lasą  i E I  
zw iązany je s t  zb iór ciągów num erów  {/¿¿} produkcji g ram a ty k i  0 ).

P odsum ow ując , g łów ną  ideą  syn tak tycznego  rozpoznaw ania  obrazów  
je s t  reprezen tow anie  ob iek tu  d  E D  przez ciąg (sznur), drzewo lub graf
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p rz e tw a rz a n ie  o b razu  
(ang. im age processing)

ro z p o z n a w a n ie  o b ra z u  
(a n g .  p a t i e m  recognition)

Rys. 9.12. S ch em at to ru  p rze tw a rz an ia  obiektów  rozpoznaw ania  (n a  ogół obrazów  scen s ta ty czn y ch  lub  d y n am icz ­
nych) pozw ala  w yróżnić zasadnicze  e tap y  s tru k tu ra ln e g o  rozpoznaw an ia  obrazów
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p o d o b razó w , a  n a s tę p n ie  kons truow an ie  a n a l iza to ra  syn tak ty czn eg o  21 d la  
g ra m a ty k i  0  (c iągowej, drzewowej lub  grafowej) generującej cały  o b iek t x  
z tych p o d o b razó w . Poniew aż k o n s tru k c ja  p rocedury  rozpoznającej (a u to ­
m a tu  51) o p ie ra  się n a  definicji p rocedury  generującej -  g ra m a ty k i  0 , więc 
p re z en tu ją c  kolejne m etody , będziem y najp ierw  przedstaw iać  g ram a ty k ę  
0 , a  później a u to m a t  21.

R o zd z ia ł  ten  zakończym y p rzedstaw ien iem  to ru  p rze tw arzan ia  obiek­
tów  w sy n ta k ty c z n y m  system ie  rozpoznaw an ia  obrazów. P roces  rozpozna­
w an ia ,  z ilu s trow any  ry su n k iem  9.12, s k ła d a  się z dw óch części: p rze tw arza ­
n ia  w stęp n eg o  o b razu  (ang . image preprocessing)  oraz  właściwego rozpo ­
z n a w a n ia  (an g . p a t i e m  recognition).  P rze tw arzan ie  o b razu ,  odpow iada jące  
o d w zorow an iu  B  : D  —► X  (recepcji)  w m e to d ach  całościowych, jakkolw iek  
j e s t  częścią sy s tem u  sy n tak ty czn eg o  rozpoznaw an ia  obrazów , to  nie zaw iera  
się w p ro b le m a ty c e  ro zp o zn aw an ia  obrazów  i s tanow i od d z ie ln ą  dziedzinę 
b a d a ń .  W łaśc iw e  rozpoznaw anie  o b razu , A  m ające  ch a rak te r  analizy  syn- 
tak ty czn e j ,  p row adzi do  identyfikacji ob razu  je d n y m  z dw óch opisanych 
sposobów .



10. M E T O D Y  C I Ą G O W E

1 0 .1 . U w a g i  o g ó ln e

W  ty m  rozdziale  om ów im y trzy  spośrod  wielu znanych m etod  ciągowych 
rozpoznaw an ia  obrazów'. P ierw sza z nich, o p a r ta  n a  kodach łańcuchowych  
F ree m a n a  (ang . F reem an chatn codes) [14,15], je s t  je d n ą  z najwcześniej­
szych sy n tak tycznych  m e to d  rozpoznaw ania  obrazów. C h arak te ry zu je  się 
o n a  p ro s to tą  rep rezen tac ji  x  ob iek tu  d  6  D  oraz liniową złożonością p ro ­
cedury  rozpoznającej, k tó rą  je s t  de term inistyczny a u to m a t  21 o  skQiiczo- 
nej liczbie s tan ó w  (języki o p a r te  n a  kodach łańcuchowych są  zwykle re­
gu la rne ) .  Języki opisu obrazów £ PDL (ang. p i c t u r e  d e s c ń p i t o n  l a n g u a -  

ges -  P D L )  zosta ły  p ierw otn ie  zdefiniowane przez Shaw a ja k o  narzędzie 
opisu i rozpoznaw an ia  obrazów  torów  cząstek e lem entarnych  w S tanford  
L inear A ccelerato r C en te r  [16]. O brazy  tak ie  były opisyw ane za  p o m o cą  
zbioru  skierow anych składowych p ierwotnych  oraz operatorów określają­
cych relacje  w zajem nego położenia  tych składow ych. Języki opisu  obrazów  
&PDL zwykle s ą  generow ane przez g ram a ty k i  bezkontekstowe 0 6  (cza­
sem  z o p e ra to re m  indeksow ania). O znacza  to, że ch arak te ry zu ją  się one 
większą m o cą  opisow ą niż kody łańcuchowe. Z drugiej strony, pow oduje  
to  konieczność użycia  a u to m a tu  ze s tosem  91, ja k o  procedury  rozpoznają­
cej A.  Języki  opisu cech kształ tów  (Jakubow sk i)  Z s f d l  (ang. s h a p e  f e a t u r e  

description languages -  S F D L )  są  obecnie (1990 rok) najm ocniejszym  for­
m a lizm em  opisowły m  wśród języków ciągowych znanych z l i te ra tu ry  [26]. 
Dzięki wielopoziomowej, hierarchicznej s tru k tu rze  tych języków m ożliwa 
je s t  nie ty lko  klasyfikacja ob iek tu  n a  podstaw ie  opisu jego  k sz ta ł tu  wy­
rażonego przez sk ładow e pierw otne, ale również w ydobyw anie  cech tego 
k sz ta ł tu ,  tzn . „rozum ien ie” k sz ta ł tu  (w tak im  znaczeniu tego słowa, jak ie  
je s t  p rzy jm o w an e  w Al).
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W  kolejnych pod ro zd z ia łach  p rzedstaw im y te m etody , p rezen tu jąc : m e­
chan izm  generu jący  -  g ram a ty k ę  0 , za  p o m o cą  k tórej m ożem y zap am ię tać  
w dy n am iczn y  sposób  wzorce x k ciągu uczącego U , oraz  p rocedurę  an a li­
zu jącą  i ro zp o zn a jącą  -  a u to m a t  21 odpow iedniej klasy. P rezen tac ję  zilu­
s t ru je m y  p rz y k ła d a m i  rozpoznaw an ia  kilku zaledwie wzorców x k k las D ł , 
gdyż  w prow adzenie  kilkudziesięciu (k ilkuset, kilku tysięcy) wzorców (z t a ­
k im i licznościam i m a m y  do czynienia  w p rak tyce) ty lko d la  i lus trac ji  nie 
by łoby  sensowne. Z drugiej je d n a k  s trony  użycie kilku zaledwie wzorców 
nie pozwoli C zyteln ikow i naocznie przekonać się, że użycie dynam icznej 
fo rm u ły  generacji c iągu  uczącego U -  g ra m a ty k i  0  je s t  znacznie mniej pa- 
m ięc ioch łonne  niż p a m ię tan ie  ciągu uczącego explicite , w p rzy p ad k u  gdy 
je s t  on b a rd zo  l ic z n y i1).

10 .2 . K o d y  ła ń c u c h o w e  F r e e m a n a

M eto d ę  o p a r t ą  n a  kodach  łańcuchow ych F reem an a  przedstaw im y n a  p rzy­
k ładz ie  wzorców czterech drukow anych liter: I ,  P ,  R ,  D .  Składow e pier­
w otne  kodu  F ree m a n a  przedstaw iono  n a  rysunku  10.la ,  a  reprezentac je  
rozw ażanych  l ite r  zbudowTane  n a  bazie kodu -  na  rysunku  10.Ib . J a k  za ­
tem  w idać, kolejne lite ry  m ożem y zapisać  za  p o m o cą  nas tępu jących  ciągów 
(s ta r tu ją c  z p u n k tu  zaznaczonego k ropką  i zaznaczając  przez $ -  koniec 
c iągu).

I -  0000S,
P  -  000023456$,

R  -  00002345633$,

D -  00002344456$.

P raw o s tro n n ie  reg u la rn ą  g ram a ty k ę  0 r generu jącą  te  ciągi-reprezenta- 
cje, zdefin iu jem y w n as tęp u jący  sposób:

0 r =  ( E n , E t , ^ , 5 ) ,  

gdzie zb iór ty  om ów im y z pod z ia łem  n a  grupy:

(*) P o jęc ia  z teo rii języków  form alnych i au to m ató w  używ ane w n iniejszym  rozdziale 
zo s ta ły  fo rm aln ie  zdefiniow ane w D o d a tk u  3.
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b)

i ^

J i

Rys. 10.1. Składowe pierwotne kodu Freemana (a) i zbudowane za ich pomocą 
kontury kilku liter, traktowane jako wzorce do rozpoznania (b)

: p ro d u k c je  gen eru jące  I:

(1) S  —♦ OS\,

(2 ) S i  -  O S 2,

(3) S 2 -  O S3,

(4) S 3 -  O S4,

(5) S 4 -  $,

ip 2 : p ro d u k c je  generu jące  P: (1), (2), (3), (4) oraz

(6 ) Są —* 2Ss ,

(7) S 5 —  356,

(8 ) S6 -  4S7,

(9) S7 -  5S8,

(10) S 8  —* 6 S 9 ,

( 1 1 ) S 9 - $ ,

p ro d u k c je  generu jące  R: (1), (2), (3), (4), (6 ), (7), (8 ), (9), (10)
oraz

( 1 2 ) Sg —* 3Sio,

(13) Sio —* 3Sn,

(14) S u  —* $,
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^P4 : p ro d u k c je  generu jące  D: (1), (2), (3), (4), (6 ), (7), (8 ) oraz

(1 5 )S 7 - 4 S i 2 ,

(16) Sl7 -  4Si3,

(17) 5 i 3 - 5 5 14,

(18) -  6 5 » ,

(19) S is  -  S,

! P = i J i U i J 2 U % U % ,

EN = {S}Si}, t =  l,2 , . ..,15,

E t  =  {$,0,2,3,4,5,6}.

P o  sk o n stru o w an iu  g ra m a ty k i  0 r , zbudu jem y  de term in is tyczny  a u to ­
m a t  91 o  skończonej liczbie s tanów , rozpoznający  poszczególne wzorce liter. 
A u to m a t  91 ok reś lam y  w edług następu jących  reguł:

9t =  ( E ^ , Q , 6, 9o, n

gdzie ( 1 ) T!T  :=  E r ,

(2) Q := Z n ,

(3) go := 5,
(4) F := 0,

(5) jeśli p ro d u k c ja  pos tac i  A \  —► a A 2 G V ,  A \ ,  A? e  E/y, a 6  E r ,  to  
6( A i , a )  := >12,

( 6 ) jeśli p ro d u k c ja  postac i A \  —* $ E S 6  E t  je s t  p ro d u k c ją  
kończącą  generac ję  o b razu  L i t , to  :=  L ii oraz Q  :=  Q  U { L i t } ,
F  := F U  { L i t } ,

(7) d la  p o zosta łych  p a r  postac i ( j4 i , a ) ,  k tóre  nie zosta ły  rozpa trzone  
w p u n k ta c h  (5) i (6 ) 6 ( i4 i , a )  :=  e r r ,  gdzie e r r  je s t  s ta n e m  n ierozpoznan ia  
o b razu  (oczywiście Q  :=  Q  U { e r r} ,  F  :=  F  U { e r r} ) .

W  n aszy m  p rzyk ładz ie  m am y:

(1) E y  =  { $ ,0 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 } ,

( 2 )  Q  =  { S , S i , I , P , R , D , e r r } ,  i  =  1 , 2 , . . . ,  1 5 ,

(3) ?o =  5 ,
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(4 ) F  =  { I t P t R t D t e r r l
(5) 6(5,0) = Su  *(54,2) = S5, 6(S9,3) = Sio, 6(S7,4) = 5« ,

6(SU0) = 52, <5(55,3) = 56, 6(S10,3) = Siu  ¿(S12,4) = 513
6(52, 0) = S3, <5(5e,4) = 57, 6(5n ,$) = R, <5(513,5) = SM

n a to m ia s t  d la  p o zo s ta ły c h  a rg u m e n tó w  funkc ja  6 p rzy jm u je  w artość  e rr .

D o k o n a jm y  ro z p o z n a n ia  l i te ry  D  (op isanej przez ciąg 00002344456$) za  
p o m o c ą  zdefin iow anego  a u to m a tu  21 ( funkcja  przejścia  d la  c iągu sym boli  
z o s ta ła  zdefin iow ana  w D o d a tk u  3).

6 (5 ,0 0 0 0 2 3 4 4 4 5 6 $ )  =  6 ( 6 ( 5 ,0 ) ,  0002344456$) =  6( S i , 0002344456$) =

=  6 ( 6 ( S i , 0), 002344456$) =  6 (5 2 , 002344456$) =  6( 6(S 2, 0), 02344456$) =  

=  6 (S 3 , 02344456$) =  6 (6 (5 3 , 0), 2344456$) =  6 (5 4 , 2344456$) =

=  6 (6 (5 4 , 2), 344456$) =  6 (5 5 , 344456$) =  6(6(S5 ,3 ) ,4 4 4 5 6 $ )  =

=  6(56, 44456$) = 6(6(56, 4), 4456$) =  6(57, 4456$) = 6(6(5?, 4), 456$) = 

=  6(5i2,456$) =  6(6(Si2,4),56$) =  6(5i3,56$) =  6(6(5i3,5),6$) =

=  6 ( 5 14, 6$) =  6 (6 (5 1 4 ,6 ) ,$ )  =  6 ( 5 » , $ )  =  D.

m eto d y . A lg o ry tm  zap iszem y  w konwencji pasca lo p o d o b n e j.  W p ro w ad źm y  
w ty m  celu n a s tę p u ją c e  e lem enty :

r e c  -  ro zp o zn aw an y  o b raz  ( lub  e r r ,  gdy  b rak  decyzji),

s ta te  -  s t a n ,  w k tó ry m  zn a jd u je  się a u to m a t ,

f i n a l s t a t e s  -  z m ie n n a  z łożona  ty p u  zbiorowego (se t) ,  w k tóre j z ap a ­
m ię ta n e  s ą  nazw y  s ta n ó w  końcowych.

g e tc h a r (c h ) -  p ro c e d u ra  p o b ie ra  z b u fo ra  wejściowego i p o d s ta w ia  
p o d  z m ie n n ą  ch  ko le jny  znak  kodu  F reem an a ,

tr a n s fu n c (s ta te , ch ) -  funkcja , k tó ra  n a  p o d s taw ie  a k tu a ln e g o  s ta n u  
i p o b ra n e g o  z n ak u  d a je  nazw ę  kolejnego s tan u

p r o c ed u r e  FreemRec(var rec);

6(53,0 ) =  5 4 , 6 (5 7,5 ) =  5 8,
6(54t$) =  / ,  6 (58 ,6 ) =  S9,

6(59 j$) =  P ,

Z a k o ń czy m y  te n  p o d ro z d z ia ł  p rzeds taw ien iem  głów nego a lg o ry tm u  tej

b e g in
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r e p e a t
ge tchar(ch );
s ta t e  :=  tra n s fu n c (s ta te ,  ch) 

u n t i l  s t a t e  i n  fina ls ta tes
rec :=  s ta te ;

en d

10 .3 . J ę z y k i  o p is u  o b ra z ó w  (P D L )  S h a w a

R egu larne  język i o p a r te  n a  kodach łańcuchowych m a ją  dwie is to tne  za­
lety. P o  pierwsze obraz  d  G D  je s t  opisyw any w pros ty  sposób, j a k  również 
p ro s ta  je s t  p ro c e d u ra  czy tan ia  o b razu  B  : D —*■ X  i au to m aty czn eg o  tw o­
rzen ia  kodu  x S X  (m o żn a  sobie  w yobrażać, że głowica czy ta jąca  porusza  
się w zdłuż  pew nego szkiele tu  lub k on tu ru  i n a  podstaw ie  k ierunku  ru ­
chu w ydaje  kolejny sym bol x j  kodu  x).  Po drugie  p rocedura  rozpoznająca  
C  • F  : X  —* I  ( a u to m a t  de term in is tyczny  21) je s t  na jp ros tszą  ze znanych 
ta k  w sensie je j tw orzenia, j a k  i dz ia łan ia .

Z drugiej s tro n y  w' trakc ie  konstrukcji g ram a ty k i  daje się zauważyć 
p e w n a  roz rzu tność  w ilości p rodukcji p €  (co C zyteln ik  m ógł zoba­
czyć w szczególnie jaskraw ej formie, gdyż ciąg uczący liczył jed y n ie  cztery  
e lem en ty ) .  C o  gorsza, is tn ie ją  k lasy  obrazów  D , k tó rych  wręcz nie m ożna  
opisać  języ k am i reg u la rnym i, ze względu n a  s ła b ą  moc generacy jną  g ra m a ­
tyk  regu larnych . D la tego  też, w ty m  punkcie p rzedstaw im y języki o is to tn ie  
większej m ocy opisowej -  P D L  Shawa.

W  p rzy p a d k u  języków  S haw a £ p d l , zbiór składow ych pierw otnych X  
nie je s t  usta lony. J e d y n y m  założeniem  je s t  to ,  aby  każda  sk ładow a  pier­
w o tn a  Xj 6  X  m ia ła  wyszczególnione: głowę i ogon. W yszczególniam y 
n a to m ia s t  zbiór pięciu p rostych  operacji  n a  składow ych pierw otnych (om ó­
w im y wersję P D L  bez o p e ra to ra  indeksow ania  sk ładow ych). P rzy jm ijm y  
dw uelem en tow y zbiór sk ładow ych pierw otnych X  ja k  n a  rysunku  10.2, 
oraz  oznaczm y przez C A T  operację  katenacji  (sklejenia) dwóch sk ład o ­
wych. M ożem y zdefiniować operac ję  w następu jący  sposób:

a +  b oznacza, że: g łow a (a )  C A T  ogon (6) (rys.10.2b),

a  x  6 oznacza, że: ogon (a) C A T  ogon (6) (rys.10.2c),

a -  b oznacza, że: g łow a (a) C A T  głowa ( 6) (rys.10.2d),
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a * 6 oznacza , że: ogon (a) C A T  ogon (6) oraz  głow a (a) C A T  głow a (b) 
( r y s .1 0 .2e),

^  a oznacza  odw rócen ie  zw ro tu  składowej ( ry s .1 0 .2f).

b)

c) d)

e) o

Rys. 10.2. Zbiór składowych pierwotnych oraz różnych form katenacji (sklejania) 
jako przykład użycia języków Shawa

M etodę  S haw a  z ilus tru jem y p rzy k ład em  rozpoznaw ania  liter rozw aża­
nych w p o p rzed n im  punkcie (1, P, R, D). W  ty m  celu określim y zbiór sk ła ­
dowych p ie rw otnych  (rys. 10.3a). K onstrukcje  PD L -reprezen tacji  p rzed s ta ­
w iono n a  rysunkach  10.3 b-j. J a k  widać o trzym ujem y n astępu jące  wzorce 
(zaznacza jąc  przez $ -  koniec wzorca):

a) I (b): a +  a$,

b) P  ( c -d -e ) :  ((6  +  c ) * a )  +  a$,



142 10. M e to d y  ciągowe

a)

c )
6

o

¡i

a + a ''

d)

O i+c

g)

j ^ J r (6  +  c ) *

Kr”"
j)

b)

1°
r

e )

(b + c ^ * a

1‘

h)

a

~  a

~  c

'Y
J,' (fl +  a )  +  c +  ~  a) 

Rys. 10.3. Zbiór składowych pierwotnych i konstrukcje PDL-reprezentacji

c) R  ( c - d - f - g ) :  ( (6  +  c) * a )  +  (a  x <f)$,

d )  D ( b - h - i - j ) :  6 * ( (a  +  a )  +  ( ~  c-f  ~  a ))$ .



10.3. Języ k i op isu  ob razów  (P D L )  S haw a 143

B ezk o n tek s to w ą  g ra m a ty k ę  0 *  podk lasy  L L (  1) gen eru jącą  p o d a n e  w zo­
rce, k o n s tru u je m y  w n a s tę p u ją cy  sposób:

gdzie:

p ro d u k c je  generu jące  I:

(1) S —*a-f a  (w  p rz y p a d k u  g ra m a ty k i  LL(1) w p rodukc jach  nie uw zględ­
n iam y  znaczn ika  koń ca  $),

p ro d u k c je  gen eru jące  P:

(2) S  —*■ S \  +  S2,

(3) Si —* (53 * o),

(4) S2 -  a,

(5) S3 —► (6 +  c),

p ro d u k c je  generu jące  R: (2), (3), (5) oraz

( 6 ) S 2 (a  x d), 

p ro d u k c je  generu jące  D:

(7  ) S - S 4 * S 5,

(8 )  S4 -  6,

(9) S$ —+ (S e  +  S7),

( 1 0 ) 5 6 - ( a  +  a ) ,

(11) 57 —► (~  c+ ~  a), 
E/v =  {S, S i }, i — 1 , 2 , . . . ,  7,

E t  =  {a, 6 , c ,d ,  ( , ) , + ,

T e raz ,  m ożem y  zdefiniować a u to m a t  91, klasy L L (  1) w edług n a s tę p u ­
jący ch  reguł:

=  ( E ^ ,  E ,  6 , Z 0),

gdzie:

( 1 ) E y  : = E t >

(2) E  :=  E t  U E^r U {Zo},



(3) d la  każdego n ie te rm in a la  A \  6  i te rm in a la  a 6  E r  takiego, że 
a £  f i r s t ( A \ )  (p a t rz  D o d a tek  3) określam y

6( A \ , a )  :=  (a,  i),

gdzie i j e s t  n u m erem  pierwszej p rodukcji z ciągu produkcji prow adzących 
do  w yg en ero w an ia  te rm in a la  a, n a to m ia s t  er je s t  p raw ą  s t ro n ą  p rodukcji,

(4) d la  każdego sy m b o lu  te rm in a ln eg o  a  €  E r  określam y

Ó ( a ,  a )  : =  r e m ,

(5) ok reś lam y  ¿(Zo>$) :=  acc,

( 6 ) d la  p o zo sta ły ch  p a r  postac i ( j4 i , a ) ,  k tó re  nie zosta ły  rozpa trzone  
w p u n k ta c h  (3), (4), (5):

6(>4i,a) := e r r ,

gdzie  e r r  j e s t  s ta n e m  n ie ro zp o zn an ia  obrazu .

W  p rz y p a d k u  naszej g ra m a ty k i  m am y:

( 1 )  L 't  =  { a , 6 , 0 , d ,  ( , ) , + ,
(2) £  =  {a, 6,c, d , S ,  Sj, Z 0}> * =  1, —  ,7 ,

(3) O k reś lam y  zbiory ty p u  f i r s ł  d la  n ie term inali: 
f i r s t ( S )  =  {a, (, 6}, f i r s t ( S Ą )  =  {6},
f i r s t ( S i )  = {(}, f i r s t ( S s )  =  {(},
f i r s t ( S 2) =  { a , ( } .  f i r s t ( S 6 ) =  {(},
f i r s t ( S 3) =  {(}, f i r s t ( S j )  =  {(}

oraz  funkcję  przejścia:

¿(5,a) = (a + a, l),  6(S} ( )  = (Si + S2,2).
(P ro d u k c ja  (2) je s t  p ie rw szą  z ciągu prow adzącego do w ygenerow ania  ” (” : 
S  — 2 —* S i  +  S i  — 3 —► (S3 * a )  -f —♦ . . )

¿(5,6) = (54 *65,7), 

¿ ( 5 ! , ( )  =  ((53 *a),3), 
<5(52,a) = (a, 4), 

6(52, ( )  =  ((a x d),6),
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«(*,() = ((*+<:), 5),
¿(54,6) = (6,8),

<(5*,() = ((S6 +  Sr),9),

« ( & , (  ) =  ((«  +  « ) ,  10 ),

¿ ( S 7 , (  ) =  ( ( ~  c +  ~  <*), 1 1 ),

¿(a, a) =  rem, ó(b} b) = r e m , 6(c } c) = rem , . . . ,  6(~, ~) = rem,

6( Z o , S) =  acc,

n a to m ia s t  w p o zo s ta ły ch  p rzypadkach  funkcja  6 p rzy jm uje  w artość  err .

R o z p o z n a n ia  odpow iedn iego  o b razu  d €  D  (w p rzy p ad k u  jego  ak cep ta ­
cji) d o k o n u jem y  n a  p o d s taw ie  c iągu produkcji ^P jak ich  użyliśm y do
generacji  o b razu  ( a  nie s ta n u  końcowego a u to m a tu  91, j a k  to  m ia ło  miejsce 
w m e to d z ie  kodów  F reem an a) .  C iąg  ten  je s t  w ypisyw any n a  wyjście a u to ­
m a tu .  P rześ led źm y  rozpoznan ie  litery R  poprzez  odpow iednie  konfiguracje  
a u to m a tu  (p a t rz  D o d a tek  3).

((6  -f- c) * a )  +  (a  x d)$ , S Z q, X) \—
((6  -f  c) * a )  4- (a  x ci)$, S i 4 - $ 2^ o , 2) h—
((6  4- c) * a) 4- (a  x  d)$ , (S 3  *  a) 4- 23) ł—

(6  4- c) * a)  4- (a  x  cf)$, S 3 * a )  4 - S 2Z 0 , 23) I-----
(6  +  c) * a )  4  (a  x  ¿ )$ , (6  4- c) * a )  4* S 2Z 0 , 235) ł—
H c ) * o )  +  ( a x ( i ) $ ,  6 4 - c) * a )  4 - S 2Zo, 235) ł—

4-c) * a )  4- (a  x  d)$, 4-c) * a )  4- S 2Z 0, 235) h —  • • • ł—
( a x r f ) S ,  5 2^ o ,2 3 5 )  Ł—
( a x d ) S ,  (a  x  c/)Z0, 2356) I--
a  x  d)$, a  x  c/)Zo,2356) - I—

S, Z o ,2356) ł—  acc

J a k  w idać, l i te ra  z o s ta ła  zaak cep to w an a  (acc) i ro zp o zn an a  praw idłow o 
(ciąg p rodukc ji  2356).

P rz e d s ta w im y  jeszcze  głów ny a lg o ry tm  rozpoznający, w prow adzając  
wcześniej n a s tę p u ją ce  oznaczenia:

r e c  -  ro zpoznany  ob raz  ( lub  e r r ,  gdy brak  decyzji),

t a b  -  ta b l ic a ,  w k tórej z a p a m ię ta n e  s ą  p a ry  postac i ( l is ta  num erów  
p ro d u k c ji  uży tych  do  generacji  o b razu  o6r ,  nazw a obrazu  o6r ) ,
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l i s t  -  l is ta  tw orzona  w czasie rozpoznaw ania , w której p am ię tan e  są 
kolejne n u m ery  p rodukcji p o d a n e  przez funkcję przejścia,

s t a c k  -  stos,

i n i t s t a c k  -  p ro ced u ra  um ieszcza n a  stosie s tack  sym bole  Z q i S ,

t a k e i n ( i n )  -  p ro ced u ra  p o d s taw ia  p od  zm ienną  in  w artość pierwszego 
z n ak u  z b u fo ra  wejściowego,

t a k e t o p ( t o p )  -  p ro ced u ra  usuw a ze stosu  s tack  i p o d s taw ia  pod  zmie­
n n ą  to p  e lem en t zna jd u jący  się n a  szczycie stosu,

r e m o v e i n  -  p ro c e d u ra  usuw a pierwszy znak  z b u fo ra  wejściowego,

t r a n s p r o c ( i o p ,  in ,  u p s tack ,  out)  -  realizacja funkcji przejścia, tzn. 
p ro c e d u ra  n a  bazie p a ram etró w  wejściowych top  i in  p o d s taw ia  po d  p a ra ­
m e try  wyjściowe: u p s ta c k  -  p raw ą  s tronę  produkcji (do  um ieszczenia jej 
n a  s tosie), out  -  n u m er  tej p rodukcji (znakowo); jeśli top  =  ' Z '0 i i n  =  ' S 1 
to  out  :=  'a';  w p rzy p ad k u  b łędu  pod  out  pods taw iany  je s t  znak  V ,

p u s h ( u p s t a c k )  -  p ro ced u ra  um ieszcza e lem enty  napisu  ups tack  n a  s to ­
sie s t a c k ,

r e m e m b e r ( o u ż )  -  p ro ced u ra  do łącza  do listy l is t  e lem ent o u t ,

r e m o v e l i s t  -  p ro c e d u ra  o d łącza  od  listy l i st  o s ta tn i  elem ent,

d e c i d e ( l i s t ,  tab)  -  funkc ja  przeszukuje  p ierw szą kolum nę tab licy  tab 
i po  znalezieniu  nap isu  równego napisowi zap am ię tan em u  w liście l ist ,  daje 
nazw ę obrazu .

p r o c e d u r e  S h aw R ec (v a r  rec); 
b e g i n

in its tack ;
r e p e a t

takein (in );
ta k e to p ( to p ) ;
i f  to p  =  in t h e n  rem ovein 
e l s e  

b e g i n
tra n sp ro c ( to p ,in ,u p s tack ,o u t) ;  
p u sh (u p s tack );  
rem em b er(o u t) ;  

e n d ;
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u n t i l  (o u t  =  'a ' )  o r  (o u t  =  V ) ;  
i f  o u t  =  ' a '  t h e n  

b e g i n
rem ove lis t ;  {m usim y usunąć  z listy

num erów  produkcji  o s ta tn i  e lem ent -  'a '}  
rec :=  d ec ide (lis t , tab )  

e n d  
e l s e  rec =  'e r r ' ;

e n d .

M echan izm  rozpoznający  przedstaw iliśm y d la  k lasy  L L (  1) g ra m a ty k  
bezkon teks tow ych . M oże się zdarzyć , że pew ne klasy obrazów  d  £  D  opi­
syw anych  przez język i S haw a nie d a d z ą  się wygenerować przez g ra m a ­
tyk i L L (  1). W tedy , rozw iązan iem  tego p rob lem u je s t  k o n s tru k c ja  m niej 
re s try k ty w n e j g ra m a ty k i ,  a  więc L L ( k ) ,  k  >  1 [22,23], L R ( k )  [27], czy też 
p recedensy jnej [28] oraz  a u to m a tu  odpow iedniego  typu .

1 0 .4 .  J ę z y k i  o p i s u  cech  k s z ta ł tó w  ( J a k u b o w s k i )

P rzed s taw io n e  w poprzed n ich  p u n k ta ch  m e to d y  pozw ala ją  n a  rozpoznanie  
k sz ta ł tó w  pew nych  ob iek tów  d  i określenie ich przynależności do  us ta lonych  
obrazów  D x C  D.  Nie d a ją  je d n a k  możliwości o p a rc ia  p rocedury  rozpozna­
jące j A  n a  analiz ie  cech x  £  X  określających is to tę  tych ksz ta łtów  (za­
g łębienie  w p ew n y m  m iejscu  ob iek tu , w ypukłość czy wklęsłość fragm en tu  
k o n tu ru  ogran icza jącego  o b iek t i td ) .  Możliwość ta k ą  da ją , n a to m ia s t ,  języki 
opisu  cech k sz ta ł tó w  Z s f d l  • N a  bazie opisu  S F D L  m ożliw a je s t  również 
a u to m a ty c z n a  seg m e n ta c ja  z łożonych obiektów  n a  obszary  quasi-w ypu- 
kłe, co z kolei po zw ala  u tw orzyć  syn tak ty czn e  drzewo opisu ob iek tu . A n a ­
liza  tak ich  drzew  je s t  narzędz iem  do  porów nyw an ia  obiektów  w pewnych 
ich p o d o b sza ra ch .  O b raz  n a  poziom ie  sk ładow ych pierw otnych je s t  rozpo­
znaw any  przez d e te rm in is ty czn y  transd juser  o  skończonej liczbie s tanów , 
k tó ry  defin iuje  opis cech k sz ta ł tu  n a  poziom ie deskryp torów . R ozpoznanie  
cech k s z ta ł tu  Xj op isanych  przez d esk ryp to ry  może być dokonyw ane przez 
d e te rm in is ty czn y  a u to m a t  21 d o skończonej ilości s tanów . Istnieje  wiele roz­
szerzeń tej m e to d y  tak ich , j a k  np . język i a try b u to w an e , języki niewrażliwe 
n a  pew ne  tran s fo rm a c je  o b razu  (np . ob ro ty ) ,  an a liza  sy n tak ty cz n a  z korek­
c ją  b łędów , sam o u czący  an a l iza to r  syn tak ty czn y  [39]. W  nin iejszym  o p ra ­
cow aniu  p rzed s taw im y  ty lko  d w a  najniższe poziom y (analizy  n a  poziom ie
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<f
w

III

Rys. 10.4. Zbiór obiektów podlegających opisowi w języku Jakubowskiego

sk ładow ych  p ierw otnych  i rozpoznaw an ia  n a  poziomie deskryp torów  -  bez 
w y o d ręb n ia n ia  rejonów , zagłębień, i tp .) .

R ozw ażm y p rzyk ładow o , cztery  ob iek ty  p rzedstaw ione n a  ry sunku  10.4. 
J a k  ła tw o  zauw ażyć, dw a górne  ob iek ty  m o żn a  uważać za  należące do  tej 
sam ej klasy, a  d w a  do lne  do  innej. Ponieważ proces rozpoznaw an ia  tych 
ob iek tów  prześledzim y n a  dwóch najniższych poziom ach abstrakc ji m e to d y  
Jakubow sk iego , więc w prow adzim y pew ne uproszczenia  w przy taczanych  
fo rm alizm ach  (np . nie będzie rozróżnienia  pom iędzy  wklęsłym  i w ypuk łym  
b iąuadem ) .

Zbiór sk ładow ych  p ierw otnych  ty p u  shor t  p rzedstaw iono  n a  ry sunku
10.5, w kolejności -  segm enty : osiowe ($ i ; ) ,  pochyłe ($3; ) ,  wklęsłe ( s 5 ;) 
i w y p u k łe  ( s 7j ) } j  =  1,2,3,4. Składow e p ierw otne ty p u  long  (k tó re  są, jak  
ła tw o  m o żn a  się dom yśleć, dłuższe) m a ją  kody (odpow iednio): s 2j , s4; ,  
s 6>, s g j , j  =  1 ,2 ,3 ,4 .  Za p o m o c ą  ta k  zdefiniowanych sk ładow ych, m ożem y 
zakodow ać  rozw ażane  ob razy  w n as tępu jący  sposób (p u n k t  s ta r to w y  zosta ł 
zaznaczony k ropką  n a  ry sunku  1 0 .6 ):

D es(l)  =  S31S3 1S31S34S34S34S3 3S33S33S32S32S32»

D es(II)  =  S71S3 1 S71S74S34S74S73 S33S73S72 $32^72»
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Rys. 10.5. Zbiór składowych pierwotnych typu short

D es(III)  =  S3 lS3 l 531«34S34«34S32532«32*33533«3 3 ,

D es(IV ) =  571531^71 S74«34«74«52«32«52«53«33«53-

M ając  t a k  o p isan e  o b razy  m oglibyśm y skonstruow ać g ram a ty k ę  regu­
la rn ą  i a u to m a t ,  j a k  to  m ia ło  miejsce d la  m e to d y  F reem ana. W  przy­
p a d k u  om aw iane j m e to d y  dokonam y wcześniej p rze tw arzan ia  opisu  kon­
tu r u  w celu w y o d ręb n ien ia  pew nych  cech tego  k o n tu ru .

F rag m en t k o n tu ru  op isany  kodem  sk ład a jący m  się z e lem entów  
gdzie  i =  1 , 2 , . . . ,  8 , a  je s t  u s ta lo n e  nazyw am y ( j) -s in q u ad e m . P rzy k ła ­
dowo, f rag m e n t  o b razu  IV  z ry sunku  10.6 pom iędzy  p u n k ta m i  A i B tworzy
(2 )-s in q u ad . P rze tw arzan ie , o k tó ry m  m ow a, po lega  n a  u tw orzen iu  nowego 
op isu , w k tó ry m  b ę d ą  zaznaczone jed y n ie  przejścia  pom iędzy  s in q u ad am i.  
U ży jem y d o  tego  celu sekw encyjnego tra n s d ju se ra  z w ie lokro tnym  wejściem 
(p a t rz  d o d a te k  3) zdefin iow anego w n as tęp u jący  sposób:

5 T  =  (Q ,E r, A , * ,Q 0),

gdzie:

Q  = {91,92, <?3> ?4 } 5

£ t  =  {s»j> * =  1, —  , 8 , j  =  1 , . . .  ,4} ,
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Rys. 10.6. Opis obiektów z rys. 10.4 za pom ocą składowych z rys. 10.5

A  =  {1,2,3,4},

Q 0 =  {<?11 #2) 93» <74} 1 

a  6 j e s t  zdefin iow ana  przez rysunek  10.7.

K raw ędź  d ia g ra m u  (rys. 10.7) łącząca  s ta n  qi ze s ta n e m  qj oraz  e tyk ie­
to w a n a  przez Q j \ Q i / i j  oznacza , że przejście ze s tan u  qi do  s ta n u  qj n a ­
s tę p u je  w tedy , g dy  w c zy ta n a  z o s ta ła  sk ładow a  na leżąca  do ( j ) - s in ą u a d u ,  
a  n ie  n a leż ą ca  do  (*)-sinquadu (sk ładow e osiowe na leżą  do  dw óch sąsied­
nich s in q u ad ó w  rów nocześnie) . W ówczas też n a  w yjściu w yp isyw any  je s t  
nap is  i j  (p rzejście  z ( i ) - s in ąu a d u  do  ( j ) - s in ą u a d u ) .

K raw ędź  e ty k ie to w a n a  przez Q , /A  oznacza, że p o jaw iła  się składowra 
na leżąca  d o  ( i ) - s in ą u a d u  ( nic n ie w yp isu jem y n a  wyjście).

K raw ędź  e ty k ie to w a n a  przez Q j / i j  oznacza, że p o jaw iła  się sk ład o w a  
n a leżąca  d o  ( j ) - s in q u a d u  nie b ę d ąc a  sk ładow ą  osiową.

J a k  ła tw o  zauwrażyć, w czy tu jąc  op isy  naszych obiektów  o trz y m a m y  n a  
wyjściu:
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Rys. 10.7. G raf stanów transdjusera

ST (D es(I))  =  14.43.32.21,

S T (D es(II))  =  14.43.32.21,

S T (D es(III))  =  14.42.23.31,

ST (D es(IV )) =  14.42.23.31.

Z a tem  obrazy  I oraz II na leżą  do tej samej klasy, a  obrazy III oraz IV 
do innej.

P raw ostronn ie  regu larna  g ram atyka  generująca obie klasy m a  postać:

( V  =  ( £ n , £ t ,V , S ) ,

gdzie p rodukcje  ^3 generujące obrazy I oraz II (każdy napis zakończymy 
przez S):

( 1 ) 5 - 1 4  5 ! ,  ( 4 ) S 3 - 2 1 S 4 ,
(2) S i —* 43 S 2, (5) S 4 -  $,
(3) S 2 -  32 S 3
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p ro d u k c je  ip  generu jące  o b razy  III o raz  IV: (1) oraz
(6 ) S i  -  42 S 5 (8 ) S 6 -*  31 S 7,
(7) S5 -  23S6 (9) S7 -  $,
£/v =  { 5 , 5 ; } ,  i= l , . - . , 7 ,
E t  =  { $ ,1 4 ,4 3 ,3 2 ,2 1 ,4 2 ,2 3 ,3 1 } .

N a to m ia s t  a u to m a t  21 je s t  skonstruow any  w n as tęp u jący  sposób: 
*  = (VT ,Q,6,q,F),
E j .  =  { $ ,1 4 ,4 3 ,3 2 ,2 1 ,4 2 ,2 3 ,3 1 } ,
0  =  { S ,S i} ,  i =  1 . . . . . 7 ,
?o =  ■?,
F  =  { A , £ , e r r } ,

gdz ie  k la sa  A zaw ie ra  o b razy  I i II, k lasa  B -  ob razy  II I  i IV; 
i ( S , 1 4 ) = S i ,  i ( 5 i , 4 2 )  =  S i ,
6 ( S i , 4 Z )  =  S 2 , ¿ ( 5 5 ,2 3 )  =  S e ,
¿ (S 2 ,3 2 )  =  S 3 , 6 ( Ą , 3 1 )  =  57,
¿¡(S3 ,2 1 )  =  S 4 , S (S 7 i S) =  B.
S(S4 ,S) =  A,

Rys. 10.8. O b iek t do rozpoznaw ania (po  lewej) i jego opis (po prawej)

D o k o n a jm y  ro zp o z n an ia  o b razu  V zna jdu jącego  się n a  ry su n k u  10.8, 
różnego  od  wcześniej rozw ażanych  obrazów :

D es(V ) =  571531571574534574532532532533533533-

Z defin iu jm y  konfigurac ję  transdjusera  ja k o  trójkę:
(a k tu a ln y  s ta n ,  wejście, wyjście).

P rze tw a rza n ie  D es(V ) będzie  przebiegać  następu jąco :
(? i ,  571531571574534574532532532533533533, A ) h—
(9l 1 531571574534574532532532533533533, A ) h—

* ( t f i ,  5 7 1 S 7 4 5 3 4 5 7 4 5 3 2 5 3 2 5 3 2 5 3 3 5 3 3 5 3 3 ,  A )  \—

(tfi, 574534574532532532533533533, A ) h —
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( ? 4 ,  5 3 4 « 7 4 S 3 2 « 3 2 « 3 2 « 3 3 S 3 3 « 3 3 , 1 4  )  H —  • • ■ I—

ł—  («74, « 3 2 ^ 3 2  « 3 2 « 3 3 « 3 3 S 3 3 , 1 4  )  I—

( ? 2 , S 3 2 S 3 2 S 3 3 S 3 3 S 3 3 ,  14.42 ) I—  - ł—
I  (?2, «33533*33 , 14.42 ) h — •••!—
ł—  (<73, 533533, 14.42.23) ł—  - I—
I  (?3, A, 14.42.23) I---------------- I-

H —. . .  (ponieważ p unk t s tartow y był granicą  pomiędzy (3)-sinquadem 
a  ( l ) - 8inquadem , więc n a  wyjście wypisujemy jeszcze 31) (? i ,  A,
14.42.23.31)

Zatem : ST (D es(V )) =  14.42.23.31.

Rozpoznajm y ST (D es(V )) za pom ocą tak  zdefiniowanego autom atu :

6( S , 14.42.23.31$) =  6(6( S , 14), 42.23.31$) =  6(S i ,  42.23.31$) =

=  ¿ (ó (S i ,  42), 23.31$) =  6 (55,23.31$) =  6(6(S5,23),31$) =

=  ¿ (56 ,31$ )  =  6(6(56,3 1 ) ,$ )  =  6 (57,$ )  =  B.

Ja k  widać, obraz został zaklasyfikowany do klasy B, co jest zgodne 
z naszymi intuicjami.

P rzedstaw m y jeszcze algorytm  transdjusera przetwarzającego począt­
kowy opis kon turu  (a lgory tm  a u to m a tu  deterministycznego, którego uży­
liśmy do rozpoznawania został opisany w p. 10 . 1), wprowadzając

b u f in  -  bufor wejściowy,

actsinq  -  num er bieżącego sinquadu,

n e w s i n ą  -  num er nowego sinąuadu,

firstsinq -  num er s inquadu, do którego należał pierwszy analizowany 
elem ent,

givesinquad(bufin) -  funkcja pobiera z bufora kolejny element i daje 
num er s inquadu, do którego ten element należy,

p u t b u f o u t ( s i n q 1 ,s inq2) -  p rocedura n a  podstawie numerów sinqua- 
dów s inq 1, s in q 2 zapisuje do bufora wyjściowego przejście pomiędzy nimi 
w postaci s inq 1sinq2 ,

e o f ( b u f ) -  funkcja przyjm uje  wartość t r u e ,  kiedy bufor b u f  je s t  pusty.
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procedure RecJakubowski; 
begin

actsinq :=  givesinquad(bufin); 
firstsinq :=  actsinq; 
repeat
newsinq :=  givesinq(bufin); 
i f  actsinq ^  newsinq then  
begin

putbufout(actsinq,newsinq); 
actsinq :=  newsinq 

end;
until eof(bufin);
if  newsinq ^  firstsinq then  putbufout(newsinq,firstsinq);
{ dołożenie przejścia pomiędzy sinquadami w przypadku
gdy analiza s tar tow ała  z punktu  granicznego pomiędzy sinquadami }

end.



11 . M E T O D Y  D R Z E W O W E

M etody drzewowe rozpoznawania obrazów są konstruowane na  bazie teorii 
języków drzewowych i autom atów  drzewowych. Teoria ta , będąca działem 
lingwistyki m atem atycznej, doczekała się wielu publikacji, a nawet opraco­
wań monograficznych (przegląd tych prac Czytelnik może znaleźć w [19]). 
A utom aty  rozważane w teorii autom atów  drzewowych są  bardziej skom­
plikowane niż au tom aty  ciągowe (co jest rzeczą naturalną, zważywszy, że 
drzewo je s t  bardziej złożoną s tru k tu rą  niż ciąg). W  zastosowaniach do roz­
poznawania obrazów używany jest najprostszy typ au tom atu  drzewowego 
-  deterministyczny au to m a t czytający drzewo od brzegu (liści) do korze­
nia (ang. determinisiic frontier-to-root tree recognizer), czyli au tom at %d f  
[30], k tóry  określany jest d la  ekspansywnej gramatyki drzewowej [29].

W  rozdziale przedstawimy dwie metody rozpoznawania oparte n a  wspo­
m nianym  autom acie 9id. Pierwsza z nich jest m etodą  analizy syntaktycznej 
drzew o zaetykietowanych i skierowanych krawędziach, czyli drzew ED T 
(ang. Edge-labelled Directed Tree). Druga -  to m etoda analizy syntaktycz­
nej drzew prostych, tzn. takich, których krawędzie nie są zaetykietowane 
ani skierowane, czyli drzew T . M etoda pierwsza może być wykorzystana 
do analizy sceny [32], d ruga  -  do analizy faktur [33] (oba problemy zostały 
zdefiniowane w rozdziale 9 )(1).

11.1. A n a liza  s y n ta k ty c z n a  drzew  E D T

Rozważmy trzy obrazy (sceny) znajdujące się na  rysunku 11.1. Przyjmując 
zbiory składowych pierwotnych reprezentujących: obiekty scen i relacje 
pomiędzy obiektam i jak  na  rysunku 1 1 . la ,  możemy utworzyć reprezentacje

( 1) Definicje formalne: ekspansywnych gram atyk drzewowych i autom atów  D F znajdują 
się w D odatku 4.
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drzewowe w idoczne obok  w spom nianych  scen. Z apisu jąc  te  trzy  drzewa- 
- rep rezen tac je  w p o s tac i nawiasowej (p a t rz  rozdział 9), o trzy m am y :

I scen a  -  b(vd  ta ) ,

II scen a  -  b(vd  ta (v d ) ) ,

I I I  scen a  -  b(vd t d ( v d  ud)) .

Rys. 11.1. Składowe pierw otne opisu drzewowego oraz trzy sceny opisane s tru k ­
tu ra ln ie  jako  drzew a (opis w tekście)

Z defin iu jm y  te raz  g ram a ty k ę  ® e d t  g en eru jącą  rozw ażane sceny, n a  
bazie  k tó re j będz iem y  m ogli skonstruow ać  a u to m a t  21^ rozpoznający  te  
sceny. G ra m a ty k a  t a  j e s t  p ią tk ą  (p a trz  D o d a tek  4):

& e d t  =  ( S , r ,  r , ^ p , z ) ,

gdzie  zb iór p rodukc ji  t y  p rzedstaw iony  n a  ry sunku  1 1 .2  j e s t  określony w n a ­
s tęp u jąc y  sposób:

(1) A  -  b ( v D t B ) ,  (2) D  -  d,
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(3) -  a , (4) B  —► a ( v D ),
(5) B  -  d ( v D u D ),

zaś pozostałe  elem enty  zdefiniowano następująco:

E =  Et U E tv, Er =  {6,<i,a}, En =  { A  # , £}>
f  =  {»,< ,«}, Z =  {A}.

Rys. 11.2. Zbiór produkcji gramatyki EDTG

Przykładow o, generacja  drugiej rozważanej sceny (z rysunku l l . l c )  zo­
stanie  zapisana, następu jąco  (cyfry w strzałkach oznaczają numery stoso­
wanych produkcji):

A  — (i) —► b(vD t B )  -  (2) —► b(vd tB)  — (4) -♦  b(vd ta (vD ))  -  (2) —*■
— (2) —► b(vd  *a(t><f)).

Ilustru je  to  rysunek 11.3.

N a to m ias t a u to m a t  91 d f e d t  nad zbiorem etykiet wierzchołkowych 
E t  =  { a i , . . . ,  a n } i zbiorem etykiet krawędziowych (p. Dodatek 4) rozpo­
znający rozważane sceny, określimy dla gram atyk i ($ e d t  =  ( E , r ,  T ,? i ,Z )  
według następujących  reguł:

91 D F E D T  =  (Qy ¿ 1 , . .  ., S n , F ) ,

gdzie:

( 1 ) Q : = E  — E t ,
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D B / H

D

Rys. 11.3. G eneracja  sceny zgodnie z zasadami gramatyki drzewowej

(2) F  := Z ,

(3) d la  każdej p rodukcji postac i A  - 
m erze  t ,  funkcję  przejśc ia  Sa n a  r ^ i , .  
pu jący  sposób:

■f a(TXAi ... Tr(a)Ar(a)) €  V  o nu- 
•« Tr{a)Ar(a) definiujem y w nastę-

6a{ T \ A i , . . . , T r(a)A r(a)) = (A ,  i)  (d la  A  —■ a  €  V  : ¿a =  (A, i)).

W  naszy m  p rzy p a d k u  m am y:
(1 ) Q  =  { A , B , D } }
( 2 ) F = { A ) ,
(3) 6b ( v D , t B )  =  (A ,  1), ¿„ =  (£>,2), Sa = ( B , 3 ) ,

6a( v D )  =  ( B , 4 ) ,  Sd( v D , u D )  = ( B ,  5).

P rześ ledźm y rozpoznaw anie  wskazanej sceny (z rys 11.1 c), obserw ując  
prze jśc ia  pom iędzy  konfiguracjam i a u to m a tu  21 d f e d t  (p a trz  D oda tek  4).

( r p ( b ( v d t a ( v d ) ) ) y X) I----- (<S6( v r p ( d ) }ł r p ( a ( v d ) ) ) } X) I------

(6b(v6d, łóa(rp (vd ) ) ) ,  X) I (6b(vód ) tóa(v  r p (d ))), A)l-----

I---- (Sb(v6di t 6a( v 6d ) ) t X) I (6b(v 6d, t 6a(v D ) ) ,  2) I—

I---- (f t(w 6d, t B ) ,  24) I-------(66(v D , łB ) ,  242) I ( i4 ,2421).

J a k  w idać, scena  zo s ta ła  zaakcep tow ana  ( A  €  F )  i rozpoznana  p raw i­
dłow o (ciąg produkcji:  1242 -  czy tany  od  prawej do  lewej).
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Zwróćm y jeszcze uwagę n a  dw a ograniczenia, k tóre do tej pory  zak ła­
daliśm y milcząco. Pierwsze dotyczy zbioru produkcji ty  g ram atyk i ® e d t -  
O tóż  d la  każdych dwóch produkcji p i  i P2 mających ta k ą  sa m ą  praw ą  
s tronę  r  : A \  —► r ,  A i  —■► r ,  musi zachodzić warunek: A \  ^  A 2. W  prze­
c iw nym  razie proces analizy  w au tom acie  21 d f e d t  m iałby  charak ter  nie- 
de term inistyczny.

D rugie ograniczenie dotyczy sposobu generowania i analizy drzewa. Za­
uważmy, że drzewo generowaliśmy w kolejności: korzeń, najbardziej lewe 
p o d d rz e w o , . . . , najbardziej prawe poddrzew o (rysunek 11.3). Z asada  t a  zo­
s ta ł a  z ilus trow ana  rysunkiem  11.4a. Najpierw generujem y te rm ina l Aq  
i n ie te rm ina le  A 1. A 2. A z  (S  — A ( A \ A 2Az) ) .  Następnie zajm ujem y się 
generac ją  poddrzew a  rozpoczynającego się w skrajnie lewym wierzchołku 
A \  i dopiero  po  wygenerowaniu całego poddrzewa ( w k tó ry m  rekuren- 
cyjnie s tasu jem y  p o d a n ą  zasadę), zajm ujem y się wierzchołkiem A 2 (tzn. 
poddrzew em  rozpoczynającym  się w nim ), itd . N a tom iast  analizy dokonu­
je m y  w odw ro tne j kolejności, tzn. od skrajnie prawego liścia poruszam y się 
w drzewie z p raw a  -  n a  lewo i z dołu  -  do góry, co zostało  pokazane n a  
ry sunku  1 1 .4b.

Rys. 11.4. Kolejność: a) generacji poddrzew, b) analizy poddrzew w gramatyce 
drzewowej

Zakończym y rozw ażania  p rezen tac ją  a lgory tm u analizy sceny przedsta ­
w ioną  m e to d ą . W prow adzim y w n im  następu jące  elementy:

zmienne:

r e c ,  t a b ,  l i s t  -  opisano w p. 1 0 .2 ,

f i n a l s t a t e s  -  opisano  w p. 1 0 . 1 ,



procedury :

rem em ber(out), decide(list,tab) -  opisano w p. 10.2,

f i n d n o d e ( p l a c e , label) -  p ro ced u ra  znajduje  kolejny wierzchołek drze­
wa, k tó ry  powinien być obecnie analizowany (zgodnie z p rzedstaw ioną  za­
s a d ą  analizy) -  p a ra m e tr  place  daje miejsce (adres) tego wierzchołka, a 
label -  jego  etykietę,

t r a n s f u n c ( l a b e l ,  place, non term ina l,  ou t)  -  realizacja funkcji przej­
ścia, tzn . p ro c e d u ra  n a  bazie pa ram etrów  wejściowych: label (w ybiera ją­
cego w łaśc iw ą funkcję przejścia  -  Siabei) i place  (wskazującego a rgum ent 
funkcji 6labei -  czyli r i A u  . • •, 7>(a) ^ r (a), gdy l a b e l ( n A i  . . .  r r (a)J4r(0)) je s t  
poddrzew em  rozpoczyna jącym  się w wierzchołku w skazanym  przez place),  
daje: sym bo l do  jak iego  dokonujem y redukcji - n o n t e r m i n a l  oraz num er 
p rodukcji  -  out  (znakowo); w p rzypadku  gdy tak ie  przejście nie istnieje -  
po d  out  p o d s taw ian y  je s t  znak  e,

r e p la c e ( p la c e ,  non te rm ina l)  -  p rocedura  zastępuje  napis label (t\ A i . . .  
Tr(o)Ar(a)) w skazany przez p a ra m e tr  place napisem  n o n te rm in a l .

p r o c e d u r e  TreeRec ( v a r  rec);
b e g i n

r e p e a t
findnode(p lace,label); 
transfunc(labe l,p lace ,nonterm ina l ,out); 
rep lace(p lace,non term ina l) ;  
rem em ber(ou t) ;  

u n t i l  (no n te rm in a l i n  finalstates) o r  (o u t  =  'e ') ;  
i f  o u t  =  V  t h e n  rec :=  'e r r '

e l s e  rec :=  decide(list,tab);
e n d ;

A lg o ry tm  ten  zosta ł skonstruow any n a  bazie a u to m a tu  drzewowego 
p rzedstaw ionego  w ty m  rozdziale i s tanow i jego wierne odwzorowanie. In­
n y m  rozw iązan iem , mniej zgodnym  z t rad y c ją  teorii języków formalnych, 
za  to  bardziej n a tu ra ln y m  d la  s t ru k tu ry  drzewowej, byłby a lgory tm  reku- 
rencyjny. W  ty m  celu sekwencję w yw oływ ania procedur transfunc, replace 
oraz rem em b er na leżałoby zgrupować w osobnej procedurze, np. a n a l y -  
s is ( lab e l ,  place, n o n te rm ina l,  o u t) .  N astępnie pętlę  repea t należałoby za­
s tąp ić  rekurency jnym  w yw ołaniem  procedury  analysis po wcześniejszym 
us ta len iu  je j p a ram etró w  wejściowych przez procedurę f in d n o d e .

1 6 0  11. M etody drzewowe
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1 1 .2 . A n a l i z a  s y n t a k t y c z n a  d rz e w  T

W  rozdziale  9 om ów iliśm y p rob lem  analizy fak tu r ,  i lu s tru jąc  go rysun­
kam i: pewnej fak tu ry , je j w zorca umieszczonego w okienku oraz drzewa 
rep rezen tu jąceg o  ten  wzorzec (rysunk i 9.8 -  9.10). W  nin iejszym  rozdziale 
rozw ażym y d w a  b a rd zo  p ro s te  wzorce (I o raz  II) fak tu r ,  p rzedstaw ione n a  
rysunkach  11.5a i b (zap is  naw iasow y wzorca z ry sunku  9.8b nie zm ieściłby 
się w jedne j linii te k s tu ) .  R ep rezen tac je  drzewowe tych wzorców zosta ły  
u tw orzone  zgodnie  z z a sa d ą  p rzed s taw io n ą  w rozdziale 9 (rysunek 9.9):

a)

W /<

l i i n

c) d)

O ' '  | ' 0  

1 ^ 1  

o / 1 nN )

i

i "  I 
/ o

1

1 -  I - 1  

l / l ^ l

Rys. 11.5. Dwa proste wzorce fak tu r  i ich reprezentacje drzewowe

I wzorzec -  1(0 0 ( 1 1 (0 0 ) 1 )0 ) (rys. 1 1 .5c),

II wzorzec -  1(10(11(11)1)1) (rys. 11.5d).

G ra m a ty k ę  gen eru jąca  o b a  wzorce zdefiniowano w n as tępu jący  sposób:

®T =  (£ , r ,<P ,Z) ,

gdzie zb iór s k ła d a  się z produkcji:
( I M — \ ( Z B Z ) y (2) B  —» O ( W C W ) ,
( 3 ) C - + 1 ( Z Z ) ,  (4) Z  —> 0,
(5) W  —  l ,  (6 ) A  -  1 ( W D W ) ,
(7) D  0 ( W E W ) ,  ( 8 ) E  -  1 ( W W ) ,
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a pozostałe  elem enty są następujące:

E r  =  {1,0}, E  n  =  { A , B , C , D , E , Z , W } ,  Z  = {A } .
W zorzec I m ożna wygenerować następująco (cyfry w strzałkach ozna­

czają num ery  stosowanych produkcji):

A-(!)-+ l(ZBZ)-(2)-> l ( 0 B Z ) - ( 2 ) - >  1 { 0 0 { W C W ) Z )  -  (5) -
— (5) —► 1(00 (1C W )Z ) -  (3) -  1 ( 0 0 ( U ( Z Z ) W ) Z )  — (4) —►
— (4) —► l ( 0 Q ( l l ( 0 Z ) W ) Z )  -  ( 4 ) -  1(00(1 l ( 0 0 ) W ) Z )  — (5) —►
— (5) —* 1 (0 0 ( 1 1 ( 0 0 ) 1 ) 2 ) -  (4) ->  1(00(11(00)1)0)

P o d am y  teraz reguły konstrukcji au to m a tu  %d f t  nad zbiorem etykiet
wierzchołkowych E t  =  {<*i,. . . ,  a n } rozpoczynającego wzorce generowane 
przez gram atykę  0 x  =  ( £ ,  r, Z):

(3) d la  każdej produkcji postaci A -* a (A \  . .  . ^ ( a ) )  £  V  o numerze i, 
funkcję przejścia Sa n a ^ j , . . . ,  A r (0) definiujemy w następujący sposób:

S konstruu jm y a u to m a t  %d f t  rozpoznający rozważane wzorce:

Rozpoznawanie wzorca I przebiega następująco (patrz  Dodatek 4):

gdzie:

(1) Q : = E - E t
(2) F  :=  Z ,

6( A i , . . . ,  Ar{a)) =  (a, i) (dla  A  — a €  P  : Sa =  (A ,  i)).

(1) Q = { A r B , C ,  D, E ,  Z , W ) ,  
(2 ) F  = { A } )
(3) 6i ( Z ,  B ,  Z )  =  (A ,  1), 6 i = ( W , 5 ) ,  

h ( W > D y W )  =  ( i4 ,6), 
M ^ ^ ^ )  =  (D ,7 ) ,  
61W ^ )  =  (£:,8).

6 o W C , W ) = ( £ , 2 ) ,  
6 i ( Z , Z )  =  (C ,3 ) ,
¿o =  (Z , 4),

(rp( 1(00(11(00)1)0)), A) H -  
»—  (^i (rp(0), rp(0( 11(00)1), rp(0)), A) ł—

I  (6i (60 ,60( r p ( l ) , r p ( l ( 0 0 ) ) , r p ( l ) ) , 6 0)jA) I-----
I  (¿i (60,6 0( 6 i , ói ( rp(0) ,  rp(0)), 61), 6q), A) »—
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ł—  (61(60, 60(61, 61(60, 60) , 61), Z ) , 4) H—
I—  (61(60, 6o(6u  6^ 60, 60), W ) ,  Z ) ,  i b )  h—
H—  (6i(6o,6Q(6l , 6 l (6o}Z ) , W ) , Z ) , 4 b 4 )  ł—
I—  (61(60, 60( 6i ,  6^ Z ,  Z ) ,  W ) ,  Z ) }4544) ł—
I—  (6 1(6 0,60(6 1 , C , IV), Z ) ,45443) h —
I  (6i ( 60 , 60(IV ,C , W ), Z ), 454435) ►—
I—  (6 1(60, B ,  Z ) ,  4544352) I—
I  (61 (Z ,  B ,  Z ) ,  45443524) I-----
I—  (A ,  454435241)

T ak  więc au to m a t %d f t  zaakceptow ał wzorzec (A  E F )  i rozpoznał go 
praw idłow o jak o  wzorzec I (ciąg produkcji 142534454 czytany od prawej 
do lewej).

Podobnie, ja k  w przypadku m etody drzewowej opisanej w poprzednim  
punkcie zakładaliśm y dw a, te  sam e, ograniczenia (n a  postać zbioru p ro ­
dukcji oraz sposób analizy -  poruszania  się po drzewie).

Zauw ażm y jeszcze, że a lgory tm  analizy fak tu r zaprezentow aną m etodą 
będzie tak i sam , ja k  poprzednio . Jedynie w treści procedur transfiinc i re- 
place należy dokonać drobnych m odyfikacji związanych z brakiem  etykiet 
kraw ędziowych w opisie naw iasow ym  drzewa T .



12. M E T O D Y  G R A F O W E

Jak  w spom niano w rozdziale 9, gram atyki grafowe są m ocniejszym narzę­
dziem opisu obrazów, niż gram atyki ciągowe lub drzewowe. Dlatego też, 
użycie grafów do opisu dwu- lub trójwym iarowych obrazów je s t powszech­
nie spotykane w lite ra tu rze  [34]. N atom iast wykorzystanie ich do rozpozna­
wania obrazów nie je s t tak  powszechne. Spowodowane jest to  trudnościam i 
związanym i z analizą  syn tak tyczną gram atyk grafowych, dokładniej mó­
wiąc, ze złożonością obliczeniową problem u analizy syntaktycznej, który 
d la  zdecydowanej większości klas gram atyk jest NP-zupełny [34].

W rozdziale przedstaw im y dwie, znane z literatury , syntaktyczne me­
tody grafowe rozpoznaw ania obrazów: m etodę parsingu ekspansywnych ję ­
zyków grafowych [35] oraz m etodę parsingu d la  gram atyki grafowej klasy 
E T L (  1) [36,37].

12.1. P a r s in g  ek sp an sy w n y ch  języków  grafow ych

Przyjm ijm y, że zbiory składowych pierwotnych reprezentujących obiekty 
scen i relacje pom iędzy obiektam i są  zilustrowane rysunkiem  11.la . Roz­
ważmy dwie sceny znajdujące się na  rysunku 12.1. Sceny te możemy re­
prezentow ać w jednoznaczny sposób przez grafy klasy ^ i 1). Zapiszmy oba 
grafy fi za pom ocą ich opisów charakterystycznych.

I scena: b\ a i  d3 dĄ a 5
2 3 1 0  0
ł r  ł sp  r  -  -
25 345 4 -  -

(*) Pojęcia z teorii g ram atyk grafowych używane w tym  rozdziale zostały formalnie 
zdefiniowane w D odatku 4.
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II scena: 61 62 d3 a 4

2 2 0 0
t r  sp  -
24 34 -  -

a)

A

Rys. 12.1. Dwie przykładow e sceny i ich reprezentacje grafowe

Zdefin iu jm y n astęp n ie  ekspansyw ną g ram atykę  grafow ą ® e x p  generu­
ją c ą  ob ie  sceny. N a je j bazie skonstruu jem y  a lgo ry tm  p arsera  rozpoznają­
cego sceny:

<&e x p  =  ( w , £ , r , i p . S ) ,

gdzie:

N  = { S ,A ,D ,E ,F ) ,
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T =  { r , / , p , u , s } ,

t y : ( \ )  S  — b t D r A * ,  (2) D  -*  a ł E  $ F mpA,
(2) D  -*  b s F  p A ,  (4 ) E - * d  rF ,
(5 ) F ~ + d ,  (6 ) A - +  a.

Z biór p ro d u k c ji t y  z o s ta ł z ilustrow any  n a  ry su n k u  12.2 (cyfry  w n a­
w iasach  k w ad ra to w y ch  o zn acza ją  num ery  porządkow e p rzyp isane  n ie ter- 
m in a lo m  p raw ych  s tro n  p ro d u k c ji) , n a to m ia s t g en erac ja  sceny I (w edług  
reg u ł op isan y ch  w D o d a tk u  4 ), zn a jd u je  się n a  ry su n k u  12.3. C yfry  pod  
s trz a łk a m i o zn acza ją  n u m ery  stosow anych p rodukcji, a  nap is  E T  o zna­
cza zastosow an ie  tra n s fo rm a c ji o sadzen ia . Zauw ażm y, że „odziedziczenie” 
przez w ierzcho łek  A  k raw ędzi o e tykiecie r  p o  w ierzchołku  o e tykiecie A* 
je s t  m ożliw e, pon iew aż n u m e r porządkow y w ierzchołka A  ( tzn . 2) je s t  w ie­
lo k ro tn o śc ią  n u m eru  porządkow ego w ierzchołka A* ( tzn . 1). Scenę II  ge­
n e ru jem y  poprzez  zastosow an ie  p rodukcji o  num erach : 1, 3, 5, 6 . Z a tem  
w y p isan ie  n a  w yjściu  sekw encji p ro d u k c ji 124546 po analiz ie  przez parser 
ja k ie jś  sceny oznacza, że je s t  to  scena  I, a  1356 -  scen a  II.

E  =  {a , 6, ii},

1) S 2) D

3) D (T

5 )  F - + -  ( d )  6 ) A — *■ ( ° )

Rys. 12.2. Zbiór produkcji ekspansywnej gram atyki grafowej
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N im  p rzed staw im y  fo rm alny  zapis a lg o ry tm u  dw uprzebiegow ego par- 
s e ra  d la  ekspansyw nej g ram a ty k i grafow ej, zaprezen tu jem y ideę jego  dzia­
ła n ia , an a lizu jąc  scenę I. W  pierw szym  przebiegu, parser ko n stru u je  d la  
każdego w ierzchołka n , analizow anego grafu  g tró jkę / ,  =  [N¿, a ,- ,/,], gdzie: 
N i  je s t  n ie te rm in a lem  lewej s tro n y  produkcji tak ie j, że je s t  w ierzchoł­
k iem  te rm in a ln y m  je j praw ej strony , li num erem  te j p rodukcji, oti je s t  cią­
g iem  p ro d u k c ji s ta r tu ją c y c h  w generacji g ra fu  g z tych n ie te rm ina li lewej 
s tro n y  /¿-tej p ro d u k c ji, k tó re  nie są  oznaczone przez *. K o n stru k c ja  tró jek 
p rzeb iega  od  w ierzchołka o najw yższym  indeksie do w ierzchołka o  inde­
ksie 1. T ró jk a  I \  p o w in n a  być postac i [5, o r i,/ i] , tzn . o s ta tn im  uzyskanym  
n ie te rm in a lem  pow inien być sym bol s ta rto w y  g ram a ty k i, a  w przeciw nym  
razie  sygnalizow any je s t  b łąd .

A n a lizu jąc  w ierzchołek o indeksie 5 (grafu  z rys. 12.1) zaetykietow any 
przez a defin iujem y I 5 =  [A, A, 6], A -  sym bol pusty, gdyż a o s to p n iu  w yj­
ściow ym  0 red u k u je  się do A  w p rodukcji szóstej o raz z grafu  praw ej strony  
te j p rodukcji nie s ta r tu ją  żadne  produkcje. A nalogicznie / 4 =  [F, A, 5] (re­
d u k c ja  d  o s to p n iu  w yjściow ym  O d o F w  produkcji p ią te j) . D la w ierzchołka 
o  indeksie  3 i e tykiecie d, z k tó rego  w ychodzi kraw ędź r  -  I 3 =  [ £ ,5 ,4 ] ,  
poniew aż w ierzchołek o  e tykiecie d , z k tó rego  w ychodzi kraw ędź r  reduku je  
się do E  w p ro d u k c ji czw arte j, a  z n ie te rm in a la  prawej strony  tej p rodukcji 
( F ) m oże w y starto w ać  ty lko  p ro d u k c ja  p ią ta . A naliza  w ierzchołka drugiego 
-  <22 d a je  n a m  I 2 =  [D, 46 ,2] (redukcja  w ierzchołka o etykiecie a , z k tó ­
rego w ychodzą kraw ędzie ¿ ,s ,p ,  do  D  w produkcji d rug iej). Zauw ażm y, 
że ciąg p rodukcji s ta r tu ją cy c h  je s t dw uelem entow y, a  nie tró jelem entow y 
(p ro d u k c ja  czw arta  d la  E  i p ro d u k c ja  szósta  d la  A ) t gdyż n ie te rm ina lny  
w ierzchołek F * zo sta ł w prow adzony ja k o  elem ent transfo rm acji osadzen ia  
(i w trak c ie  w yw odu pow inien po łączyć się z jak im ś w ierzchołkiem  o e ty ­
kiecie F ) .  A n a lizu jąc  pierw szy w ierzchołek grafu  g -  61 defin iujem y tró jkę 
I i  =  [5 ,2 ,1 ] . W  ty m  p rzy p ad k u , b ad a jąc  p rodukcje s ta r tu ją c e  z n ie te rm i­
n a la  g rafu  praw ej s tro n y  p rodukcji pierwszej -  D  (A* pom ijam y, ja k  po­
p rzedn io ) m am y  do w yboru  dwie produkcje: d ru g ą  i trzecią . N a podstaw ie  
opisu  ch arak te ry sty czn eg o  grafu  g stw ierdzam y, że kraw ędź e tyk ie tow ana  
przez t (w chodząca  do  n ie te rm in a la  D  w grafie praw ej s tro n y  p rodukcji) 
w chodzi do w ierzchołka o indeksie 2 zaetykietow anego przez a. P a ra  D  -  
a  d e te rm in u je  za tem  jednoznaczn ie  p rodukcję  d ru g ą  (a  nie trzecią , k tó rą  
d e te rm in u je  p a ra  D  -  b). T ak  więc o trzym aliśm y  następ u jące  tró jki:

h  =  [S, 2 ,1 ], h  — [-0 ,46 ,2 ],
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[i]

Rys. 12.3. Przebieg generacji sceny I z rys. 12.1 za pomocą ekspansywnej gra­
matyki grafowej
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h  = [Et 5 ,4 ], IĄ = [Ft A, 5],
I* = [A, A, 6].

W  d ru g im  przebiegu p a rse ra  będziem y analizow ać w ierzchołki grafu , 
s ta r tu ją c  od w ierzchołka o indeksie 1 i kończąc n a  w ierzchołku o najw ięk­
szym  indeksie oraz w spom agając się w ygenerow anym i tró jkam i. Zauważm y, 
że an a lizu jąc  np . w ierzchołek o indeksie 2 zapam iętam y, że s ta r tu ją  z niego 
produkcje: czw arta  i szósta . Jakkolw iek w następnym  kroku faktycznie 
będziem y sp raw dzać, czy m ożna zastosow ać produkcję czw artą  do wierz­
chołka o indeksie 3, to  spraw dzenie, czy m ożem y zastosow ać produkcję szó­
s tą  n a s tą p i dużo później -  w naszym  p rzy p ad k u  n a  końcu -  gdyż je s t  o n a  
zw iązana z w ierzchołkiem  o indeksie 5. B ędziem y m usieli zatem  zapam ię­
tać  konieczność sp raw d zen ia  ap likacji pew nych produkcji w późniejszych 
krokach analizy .

Niech za tem  w ektor 7r(i), i =  l , . . . , m ,  gdzie m  je s t  liczbą w ierzchoł­
ków g ra fu , służy  do z ap a m ię ta n ia  num erów  produkcji stosow anych w kolej­
nych w ierzchołkach, i je s t  indeksem  ak tu a ln ie  analizow anego w ierzchołka, 
a  tró jk i Ii s ą  p o p rzedn io  w prow adzonej postaci [N i,a* ,/» ]. O znaczm y przez 
k  sum ę liczby p rodukcji, k tó re , w m om encie analizy  i-tego  w ierzchołka, ju ż  
rozw ażyliśm y i liczby tych p rodukcji, k tó re  zapam ięta liśm y  do rozw ażenia 
w przyszłości.

Zauw ażm y, że jeśli przez di oznaczym y długość ciągu produkcji s ta r ­
tu jących  <*,, to  kolejne k  będziem y o trzym yw ać zw iększając je  w każdym  
kroku o di,  tzn . k  :=  k +  di.  Z a tem , jeśli w i-tym  kroku analizy  okaże 
się, że k  =  i, tzn . nie zapam ię ta liśm y  tak ich  p rodukcji, k tó re  b ęd ą  rozwa­
żane w przyszłości, to  zapam ię tu jem y  jed y n ie  ciąg produkcji s ta r tu jący ch  
z w ierzchołka i-tego:

v (i +  1) .  ..ir(i + di) ■= oti.

N a to m ia s t jeśli k > i , tzn . w poprzednich  krokach zapam ięta liśm y  p ro ­
dukcje  do  rozw ażenia  w przyszłości (jest ich k  — i) , to  m usim y je  p rzepa­
kować n a  dalsze pozycje w w ektorze tt, czyli

7r(t -|- l 4- d i )  :=  t ( i  +  l) ,

7r(* di) :=  ir(*),
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i w tedy  dop ie ro  n a  zw olnionych w cześniejszych m iejscach w ek to ra  7r zapa­
m ię tu jem y  c iąg  p ro d u k c ji s ta r tu ją cy c h  z i-tego  w ierzchołka:

7r(i +  1 ) • • •* ( !  +  </,) :=  a , .

P rzed  fo rm a ln ą  p re z en ta c ją  a lg o ry tm u , prześledźm y jeszcze trzy  pierw sze 
krok i d ru g ieg o  p rzeb iegu  p a rse ra  d la  naszego p rzy k ład u .

In ic ja lizac ja : i :=  1; k  :=  1.

1. S tw ierdzen ie , że I\  je s t  p o s tac i [S, o tu l i ] ,  S  - sym bol s ta rto w y , um oż­
liw ia  p raw id łow e rozpoczęcie  analizy ;

* ( l ) : = l ( / i ) ;
t (2 ) : = 2  ( /2);
k  :=  1 +  1 ( ¿ 4 -  d i )  =  2;
t  :=  < +  1 =  2.

2. S tw ierdzen ie , że =  7r( t)  ( / 2 =  t ( 2 ) ,  tzn . 2 =  2) oznacza  zgodność 
n u m e ru  p ro d u k c ji ja k ą  zastosow aliśm y do  w ygenerow ania g rafu  w ¿-tym  
kroku  (p o d czas  pierw szego p rzeb iegu) -  li z num erem  p rodukcji ja k a  po­
w in n a  być zas to so w an a  w i- ty m  kroku  -  ?r(i); s tw ierdzam y, że k  =  i, więc

* (3 ) :=  4;
* (4 ) :=  6 ;
* : = 2  +  2 (*  +  * ) =  4;
i  :=  3.

3. S tw ierdzam y , że /< =  7r( i)  ( tzn . 4 =  4, k  > i (4 >  3), więc:
a ) 7r(5) :=  tt(4 ) (tzn . 7t(5) :=  6 ),
b ) t (4) :=  5 ;
k  := 4 + 1  (k  +  d 3 ) =  5 ;
i  :=  4.

P o  p rzean a lizo w an iu  w szystk ich  w ierzchołków  o trzym ujem y  ciąg tt( 1) 
tt(2) . .  .?r(5) =  12456, co o znacza  rozpoznan ie  sceny I.

A lg o ry tm  p a rse ra  p rzed staw im y  p rzy jm u jąc  w prow adzone oznaczen ia  
o raz  ozn aczając  przez m a k e trip le (i, /¿) w yw ołanie p rocedu ry  tw orzącej tró j­
kę Ii d la  w ierzcho łka  o  indeksie i. Zm ienne: rec , l i s t ,  tab,  o raz  funkcja  
decide zo s ta ły  zdefin iow ane w rozdziale  1 0 .



p roced u re  ExpRec (var rec); 
b eg in

for i := m to  1 d o  maketriple(i,Ij);
i := 1; 
k  : =  1 ;

i f  Ii /  [S, ori, li] th en  rec : = ’err’; 
e lse  

b eg in  
*(1) := li;
7 r ( 2 ) 7 r ( 3 ) . . .  7 r ( d !  +  1 )  : =  a n  

k := k +  d i; 
for i := 2 to  m do  
i f  rec ^  'err' th en  

b eg in
i f  (Ii =  [A, ar», lj] and \\ =  7r(i)) then  

b eg in
i f  k =  i then  

b eg in
tt(i +  l) ...? r (i +  di) := aj; 
k := k  +  di 

end  
e lse  (k >  i) 

beg in
for c := i - |-1 to  k do ?r(c +  di) := 7r(c); 
x(i +  l ) . . . * ( i  +  di) := a\\ 
k := k +  di 

end
end
else
i f  (lj =  [A, A, lj] and 1* ^ ?r(i)) th en  rec := ’err1

end; 
i f  rec ^  ’err’ th en  

b eg in
list := 7r( 1 ) . . .  7r(m); 
rec := decide(list,tab) 

end;
en d .
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1 2 .2 . P a r s i n g  d la  g r a m a ty k i  g ra fo w e j k la sy  E T L (  1)

M eto d ę  t ą  z ilu s tru jem y  p rzy k ład em  analizy  trzech  scen: dw óch (I o raz 
II) -  rozw ażanych  w p o p rzed n im  punkcie  (rys. 12.1) o raz sceny III (rys. 
12.4). Z an im  zdefin iu jem y rep rezen tac je  tych  scen w postac i grafów  I E  
[36], m usim y  w prow adzić  re lację  p o rząd k u  w zbiorze e ty k ie t kraw ędzio­
wych T p rzed staw io n y m  n a  ry su n k u  11.1. Z róbm y to , p rzyk ładow o, w n a ­
s tęp u jąc y  sposób:

p < r < s < t < u < v < x < y .

P rzy  ta k  u s ta lo n y m  p o rząd k u  o trzy m u jem y  g rafy  I E  p rzedstaw ione  n a  ry ­
su n k ach  12.5, 12.6 o raz  12.7 o n astęp u jący ch  opisach  ch arak te rystycznych :

I scen a  (rys. 1 2 - la ) :  ¿i a 2 <23 dĄ cf5
2 1 2  1 0  
r t  u st  v  —
23 3 45 5 -

II sce n a  (rys. 12 .Ib ) :  bi a 2 63 <¿4

2 1 1 0  
rt  u  s —
23 3 4 -

III scen a  (ry s. 12.4): b\ a 2 d3 64 d5 d$
2 1 1 2  1 0  
r t  t  r  st  v  —
23 4 4 56 6 -

a<
r  v

Rys. 12.4. Scena do analizy z wykorzystaniem gram atyki E T L (  1)

G ra m a ty k a  g rafow a k lasy  E T L (\ )  g en eru jąca  rozw ażane sceny je s t  p o ­
s tac i:

®£TL( 1) =  (S,  A , r , ^ P ,Z ) ,

172 12. Metody grafowe



12.2. P a rs in g  d la  g ra m a ty k i grafow ej k lasy  E T L (  1) 173

Rys. 12.5. G raf dla sceny z rys. 12.la

Rys. 12.6. G raf dla sceny z rys. 12.Ib

Rys. 12.7. G raf dla sceny z rys. 12.4

gdzie:

Z = { a , b , d , A , B } ,

A  = {a,b,d},

T =  { r , s , t ,  u, v  \ r  < s < i  <  u  <  v}.



Z biór p ro d u k c ji k tó rego  lewe i praw e stro n y  są  p rzedstaw ione na 
ry su n k u  1 2 .8 , zdefiniow ano następu jąco :

1 7 4  12. M etody  grafowe

(1) A  —►a i d 2 dz C ( M n )  =  { (a ,6 ,* ,in )}
2 1 0 C { u , i n )  =  { (a , a , u,  tn )}
st V —
23 3 —

( 2  ) A - + 61 d 2 C (f ,t 'n )  =  {(6 ,M ,m ) }
1 0 C ( t i , tn )  =  {(6, a , t i ,  tn )}
s —

2 —

(3 ) A - + di b 2 C ( t , i n )  =  { ((¿ ,M ,in )}
1 0 C ( u ,  in )  =  { (B ,a ,< ,m ) }
r —

2 —

(4) B  —*■ 61 d 2 dz C ( t ,  in )  = { ( b , a t t , i n ) }
2 1 0 C ( r t in )  =  { ( M , r ,m ) }
st V —

23 3 —

G ra f  s ta r to w y  Z  zn a jd u jący  się n a  ry sunku  12.8 m a  opis c h a rak te ry ­
styczny:

b i  CL2 A 3
2 1 0
r t  u  —
23 3 -

Jednoprzeb iegow y  p arser ty p u  generacyjnego (ang.top-down) ,  k tó rego  
a lg o ry tm  p rzed staw im y  n a  końcu tego p u n k tu , dokonuje analizy  sy n tak - 
tycznej b ad a jąc  w każdym  kroku  opis charak te ry sty czn y  ty lko  jed n eg o  
w ierzchołka. R ów nocześnie konstruow any  je s t  w yw ód, m ający  doprow a­
dzić do w ygenerow an ia  analizow anego grafu  (sceny). Podczas p arsingu  p o ­
rów nyw ane są  w ierzchołk i analizow anego i w yw odzonego grafów . Jeśli o b a  
w ierzchołk i s ą  te rm in a ln e , to  b ad am y  ich opisy  charak te ry sty czn e , a  je ­
śli w ierzchołek w yw odzonego g rafu  je s t  n ie term inalny , to  szukam y tak iej 
p ro d u k c ji, p o  zastosow an iu  k tó re j b ad an e  w ierzchołki b ęd ą  zgodne co do 
ich opisów . N um ery  p ro d u k c ji uży tych  w trakcie  parsingu  są  p o d s taw ą  do 
zak lasy fikow an ia  rozpoznaw anej sceny. R ozw ażanym  scenom  o d p o w iad a ją  
n a s tę p u ją ce  ciągi p rodukcji: I scena  -  1, II  scena  -  2, III scena  -  34.
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1
4) B  — ►

Rys. 12.8. Produkcje gram atyki grafowej E T L (  1)

Rys. 12.9. Analiza grafu (opis w tekście)
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R ozw ażm y te raz  n astępu jący  problem  zw iązany z analizą  języków  gene­
row anych przez g ram aty k i E T L (  1). Załóżmy, że analizujem y g ra f g repre­
zen tu jący  scenę III (rys. 12.4). A nalizę rozpoczynam y od grafu  startow ego 
Z  (rys. 12.9). Zauważm y, że jeśli analizujem y wierzchołki grafów g i Z  
indeksow ane przez 2, to  okaże się, że ich opisy charak terystyczne nie są  
zgodne. W ierzchołek g rafu  g indeksow any przez 2 je s t opisany przez:

«2
1
t
4

podczas gdy w ierzchołek grafu  Z  indeksow any przez 2 je s t opisany przez

a 2
1
u
3

T ak a  sy tu ac ja  w ynika z fak tu , że wierzchołek indeksow any przez 4 (do 
k tó rego  p ow inna  wchodzić kraw ędź w ychodząca z a 2) nie istn ieje  w grafie 
Z , n a to m ia s t kraw ędź u  w ychodząca z w ierzchołka a2 wchodzi do wierz­
chołka n ie te rm ina lnego  indeksow anego przez 3. T ak  więc, po zastosow aniu 
p rodukcji do w ierzchołka A 3 sy tu ac ja  m oże się zm ienić w skutek d z ia łan ia  
tran sfo rm ac ji osadzenia. D latego zapam iętam y n astęp u jącą  tró jkę (4 ,2 ,ż), 
gdzie:

4 je s t indeksem  w ierzchołka, do którego rozw ażana krawędź pow inna 
wchodzić,

2 je s t indeksem  w ierzchołka, z którego rozw ażana krawędź wychodzi,

t je s t e ty k ie tą , k tó rą  pow inna mieć rozw ażana krawędź (zgodnie z opisem  
ch arak terystycznym  analizow anego grafu g).

N astępn ie  analizu jem y wierzchołek indeksow any przez 3. Szukam y pro­
dukcji postac i A  poniew aż wierzchołek grafu g je s t etykietow any
przez d , a  w ierzchołek grafu Z  je s t e tykietow any przez A.  T aką  p rodukcją  
je s t  p ro d u k c ja  trzecia  i po jej zastosow aniu o trzym am y g raf g\ p rzedsta ­
w iony n a  rysunku  12.6b. A naliza  wierzchołków indeksowanych przez 3 g ra­
fów g oraz g\ w ykazuje ich zgodność, w związku z czym  m ożem y przejść



do analizy  wierzchołków obu grafów indeksowanych przez 4. Po zastoso­
w aniu produkcji czw artej do w ierzchołka 4 grafu <71 pow inniśm y spraw ­
dzić zgodność tró jk i (4 ,2 ,/) z sy tu ac ją  o trzy m an ą  w wywodzonym  grafie, 
k tó ry  teraz  je s t  postaci przedstaw ionej n a  rysunku 12.9. Po stw ierdzeniu, 
że z w ierzchołka indeksow anego przez 2 wychodzi krawędź etykietow ana 
przez t w chodząca do w ierzchołka o indeksie 4, m ożem y zap am ię taną  trójkę 
usunąć z pam ięci. Zauw ażm y jeszcze, że powinniśm y przeszukiwać zbiór za­
pam iętanych  tró jek  przed każdym  przejściem  do analizy w ierzchołka o in­
deksie k -1-1 spraw dzając, czy nie zosta ła  wcześniej zapam ię tana  tró jka 
postaci

W prow adźm y teraz pojęcia, k tóre pozwolą form alnie zdefiniować algo­
ry tm  analizy  syntak tycznej [37].

Niech b ęd ą  dane grafy I E :  g oraz g ' . Dwa wierzchołki n* E g i n k E g ' 
m ające ten  sam  indeks k nazyw am y wierzchołkami kontekstowo identycz­
n y m i , jeśli m a ją  tak ie  sam e opisy charakterystyczne.

D w a wierzchołki n* E g i n'k E g' m ające ten sam  indeks k  oraz opisane 
przez

n*, n k (odpow iednio)
r  r '
e i . . . e r e \ . . .  e'r 
i i  . . . i r i \ . . . i ' r,

nazyw am y wierzchołkami potencjalnie kontekstowo identycznymi , jeśli

1) n k = n 'k ,

2 ) r  =  r ',

3) jeśli d la  każdego j  E { l , . . . , r }  istnieje k E { l , . . . , r }  tak ie , że 
ij  ~  tfc, to  ej — e*,

4) n iech b ęd ą  dane podciągi i 1, . . . ,  i^ oraz i j , . . . ,  ij, ciągów ¿1 , . . . ,  ir 
oraz i j , . . . i'r (odpow iednio), k tó re  spełn ia ją  następujący  warunek: d la  żad- 
nego i j , j  =  1 , . . . ,  p nie istnieje ik ) k  =  1 , . . . ,  r  takie, że i; =  ik oraz d la  
żadnego i'-, j  =  l , . . . , p  nie istnieje k = l , . . . , r  tak ie , że i j  =  i*. 
W tedy, d la  każdego j  =  1 , . . .  , p  : i;- je s t etykietow any przez sym bol te rm i­
nalny, a  i'- przez sym bol n ieterm inalny.
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W ierzchołk i i; , j  =  1 , . . . ,  p  nazyw am y w ierzchołkam i po tencjaln ie  kon­
tekstow ym i d la  w ierzchołka n* , n a to m ia s t kraw ędzie w chodzące do w ierz­
chołków  ij  nazyw am y kraw ędziam i po tencjaln ie  kontekstow ym i d la  w ierz­
cho łka  rik. W ierzchołk i i ' ,  j  =  1 , . . . , p  nazyw am y w ierzchołkam i quasi- 
-kon tekstow ym i d la  w ierzchołka n*.

Zauw ażm y, że w ierzchołki indeksow ane przez 2 grafów g oraz Z t w roz­
w ażanym  przyk ładzie , s ą  p o tencja ln ie  kontekstow o identyczne. N a to m iast 
e lem enty  zap am ię tan e j tró jk i postac i (q , k , e ) m a ją  następu jące  znaczenie:

q je s t  indeksem  w ierzchołka po tencjaln ie  kontekstow ego d la  w ierzchołka 
indeksow anego przez k -  nk,

e je s t  e ty k ie tą  kraw ędzi p o tencja ln ie  kontekstow ej d la  w ierzchołka n*.

T ró jkę o p o s tac i (<?,£, e) nazyw am y opisem  p o tencja ln ie  kontekstow ej 
identyczności.

P rzed  p rezen tac ją  a lg o ry tm u  p a rse ra  w prow adźm y następu jące  ozna­
czenia:

G  -  analizow any graf,

H  -  g ra f  w yw odzony (generow any) w trakcie parsingu,

Z  -  g ra f  s ta rto w y  g ram aty k i,

D  -  zbiór opisów po ten c ja ln ie  kontekstow ej identyczności, 

n ( i)  -  e ty k ie ta  w ierzchołka g rafu  G  indeksow anego przez 

n '( t )  -  e ty k ie ta  w ierzchołka g rafu  H  indeksow anego przez i, 

m  -  liczba  w ierzchołków  analizow anego grafu.

Z defin iu jm y p rocedu ry  i funkcje parsera:

c h o o se (i4 ,a ,ifc )  -  jeśli is tn ie je  p rodukcja , d la  k tórej A  je s t e ty k ie tą  
lewej s tro n y  o raz  a je s t  e ty k ie tą  w ierzchołka pierw szego poziom u grafu  
praw ej s tro n y  p ro d u k c ji, to:

k := nu m er tak ie j p rodukcji;

w przeciw nym  p rzy p ad k u  k := 0;

p r o d u c t i o n ( / / , ? ,  k )  -  zastosow anie ¿ -te j p rodukcji d la  i-tego  w ierzchołka 
g rafu  H  ;
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c o n id ( G , H , i )  -  boolowłska funkcja spraw dzająca, czy wierzchołki in­
deksowane przez i grafów G  oraz H  są  kontekstow o identyczne;

p c o n i d ( G t H t i ,D>rec)  -  p rocedura  dołącza do zbioru D  opis p o ten ­
cjalnie kontekstow ej identyczności, jeśli wierzchołki indeksow ane przez i 
grafów  G  oraz H  są  po tencjaln ie  kontekstow o identyczne, w przeciw nym  
przypadku  rec err ' \

ch eck (Z ), //,* ', rec) -  jeśli istnieje opis po tencjaln ie  kontekstowej iden­
tyczności (q , k , e )  £  D  tak i, że q — ¿, to  p rocedura  usuw a (q , k,  e) ze zbioru 
D  w przypadku  zgodności opisu  z sy tu ac ją  w grafie H y a  w przypadku 
niezgodności rec  :=  'e r r '.

Zm ienne: rec , l ist ,  tab, p rocedura  r e m e m b e r  oraz funkcja d e c id e  zo­
s ta ły  zdefiniow ane w rozdziale 11.

p r o c e d u r e  E T L R ec (v a r  rec);
b e g in

H :=  Z;
f o r  i :=  1 t o  m  d o
i f  rec /  ’e r r ’ t h e n  

b e g in
i f  n '( i)  je s t  w ierzchołkiem  nieterm inalnym  t h e n  

b e g in
choose(n '(i), n (i), k); 
i f  k =  0 t h e n  rec :=  'err; 
e ls e  {żądana produkcja istnieje} 

b e g in
production(H , i, k); 
rem em ber(k) 

e n d ;  
e n d ;

i f  n o t  conid(G , H, i) t h e n  pconid(G , H, i, D, rec);
check(D , H, i, rec); 

e n d ;
i f  rec ^  ’e r r ’ t h e n  rec :=  decide(list,tab);

e n d ;

Zakończym y ten  rozdział kilkom a uw agam i co do przedstaw ionych me­
to d : w obu przypadkach a lgo ry tm  analizy syntaktycznej m a  złożoność

12.2. P arsing  d la  g ram a ty k i grafowej klasy E T L ( l )  179
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rzęd u  0 ( n 2). Jak k o lw iek  ob ie  m e to d y  z o sta ły  zdefin iow ane d la  p o trz e b  
an a lizy  scen , to  ze w zględu n a  d u ż ą  m oc op isow ą języków  grafow ych , zo­
s ta ły  o ne  w y k o rzy stan e  rów nież do  innych  celów: ro zp o zn aw an ia  p ism a  
ch iń sk ieg o  (p a rs in g  ek sp an sy w n y ch  języków  grafow ych), analizy  p a r ty tu r  
o rk ie s tro w y ch  i ro zp o zn aw an ia  s ta n u  zasobów  sieci k o m p u terow ych  w sy­
s te m a c h  a lokac ji (p a rs in g  d la  g ra m a ty k i grafow ej k lasy  E T L ( l ) ) .



D o d a te k  1 
P r o b le m  w y b o r u  m e t ry k i  w  p rz e s t rz e n i  cech

Definiując w rozdziale 4 m etody  m inim alnoodległościowe bazowano n a  ist­
n ieniu w przestrzeni cech X  m etryki p, której charak ter nie był bliżej om a­
w iany (por. wzór (22)). O becnie zajm iem y się przydatnością  konkretnych 
m etryk . N ajbardziej n a tu ra ln a  w ydaje się zawsze m etryka  Euklidesowa, 
definiow ana wzorem:

\
£ ( * c - * ! ) * .  (D 1.1)
v  =  \

M etryka ta  odpow iada  obiegowej definicji odległości i z tego powodu 
je s t chętnie, odruchow o wręcz, stosow ana w wielu praktycznie realizowa­
nych algory tm ach . Należy zdawać sobie sprawę, że m etryka  ta  m a  wiele 
w ad. W skazując n iek tóre z tych wad, m ożem y zaproponować inne w arianty 
m etryk .

P ierw sza w ada w ynika z ew entualnych różnic wymiarów poszczegól­
nych składow ych w ektora x.  Jeśli składow a x  w yraża się -  przykładow o -  
w artością  rzędu 106, a  pozostałe  składow e -  w artością rzędu 10“ 6, to  oczy­
wiście wzór ( D l . l )  uzależnia odległość p\  w yłącznie od w artości składowej 
x v przy całkow itym  ignorow aniu pozostałych składowych. Najczęściej efekt 
tak i je s t całkowicie niezgodny  z zam ierzeniem  twórcy m etody, gdyż pod­
w aża celowość pom iaru  pozostałych cech i niweluje wnoszoną przez nie 
inform ację. Jedyne  rozsądne rozw iązanie polega wówczas n a  zastosow aniu 
m nożników norm alizujących i uogólnionej m etryki Euklidesowej o postaci:

\ -  *!)]*• (D 1-2)
i/ = l

M nożniki norm alizujące A m ogą być w różny sposób związane z w ar­
tościam i składow ych w ektora x v . Przykładow o m ożna opierać je  na prze­
dziale zm ienności

A, = -------------------  , ( D l .3)
maxXf)y mm X f m  
x£ U  r€ i/
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lub n a  dyspersji

\

N -  1
(D 1.4)

K olejny zarzu t, ja k i m ożna postaw ić m etryce p \ ,  je s t zw iązany z efek­
tyw nością obliczeniową. O peracje  podnoszenia do kw adratu  i pierw iastko­
w ania, jak ie  w niej w ystępują , w ym agają długich czasów obliczeń. P rostsza  
pod  tym  w zględem  je s t m etry k a  uliczna

(D l .5)
i/ = l

bardzo  sp raw n a  obliczeniowo i da jąca  dobre rezu lta ty  w przypadku zagad­
nień p raktycznych, lub uogólniona m etryka uliczna

P i t e " , S’1) =  \ x t - x l  I, (D 1.6)
t/ = l

P ro s ta  je s t także m etry k a  Czebyszewa

Ps(x>‘ , x ’’) =  m ax | <  -  z j  |, (D 1.7)

której obliczanie m usi się jed n ak  w iązać z norm alizacją cech.

M etryki p  i ,  p$ o raz p$ s tanow ią  szczególne przypadki m etryk i Minkow- 
skiego

ł
Ps{x!*>XP) =

i/=i
(D l .8)

przy czym  d la  t =  2 m am y pe =  P \ , d la  t  =  1 je s t p6 =  P3> zaś d la  / —► oo 
również p$ —► p5. D obierając w artości sk ładn ika i, m ożna dość elastycznie 
dopasow yw ać m etrykę  ps do specyfiki konkretnego zadan ia  rozpoznaw ania. 
Nie m ożna jed n ak  nie odnotow ać czasochłonności m etryki p6 w je j ogólnej 
postac i, wynikającej z maszynowego wykonywania operacji potęgow ania 
przy w ykładn iku  rzeczyw istym .



K olejnym  defek tem , w spólnym  d la  m etryk  p\  je s t  fak t o p a rc ia  ich 
koncepcji n a  m ilczącym  założeniu  o ortogonalności bazy przest rzeni cech 
X .  Z ałożenie to  w ogólnym  p rzy p ad k u  je s t niczym  nie uspraw iedliw ione, 
gdyż w y b ó r cech x v je s t  zw ykle podyk tow any  m ożliw ościam i pom iarow ym i 
i nie m a  żadnych  p rzesłan ek , że ta k  uzyskane w artości x„ w yznaczają  o r to ­
g o n a ln ą  bazę. W p ro s t przeciw nie, w większości p rak tycznych  zadań  m ożna 
bez tru d u  w ykazać, że poszczególne składow e w ek to ra  x  są  ze sobą  skore­
low ane.

R ozw ażm y, ja k ie  są  tego  p rak ty czn e  konsekwencje. Załóżm y, że sk ła ­
dow a x v je s t  siln ie  skore low ana ze sk ładow ym i x [i oraz x n . O znacza  to , 
m iędzy  innym i, że is tn ie je  rów nanie  regresji o postaci:

x v — (3^,x^  -t* (3r)i/Xfi -j- P oi/ *4* Cuf ( D l . 9 )

pozw ala jące  w yznaczać w artości x v n a  podstaw ie  w artości x ^  o raz  x n . 
W arto śc i w spółczynników  regresji 0 ni/ oraz 0 OV m ogą być w yznaczone 
p rzy  użyciu s tan d a rd o w y ch  p ro ced u r analizy  regresyjnej, zaś sk ład n ik  z v 
m oże być p o m ija ln ie  m a ły  przy  silnej korelacji pom iędzy x v a  i x n . 
P om in ięc ie  sk ład n ik a  e v we wzorze ( D l .9) prow adzi jed n ak  n a ty ch m ias t 
d o  w niosku , że w szystk ie w artości x v leżą n a  pew nej proste j (w yznaczonej 
przez ( 3 ^ ,  /?M„, 0 ol/) n a  p łaszczyźnie x tlx n . J a k  z tego w ynika, trak to w an ie  
x v ja k o  zm iennej sk ładow ej o d k ład an e j n a  osi p ro stopad łe j do pozostałych  
je s t  zn ieksz ta łcen iem  rzeczyw istości.

M ożliwe i celowe je s t  więc stosow anie  innych m e try k , n a  p rzy k ład  m e­
try k i M ah a lan o b isa

p7 ( x ti, x n) =  y j ( x ?  — x? )T T ~ l (x*1 — x * ) } ( D l .10)

w k tó re j obecność m acierzy  kow ariancji cech T (p a trz  wzory (116) i (118)) 
p row adzi d o „w y p ro sto w an ia” n ieortogonalnego  u k ład u  w spółrzędnych n a  
d ro d ze  ap rio rycznej t rans formacj i  l iniowej .  W arto  zauw ażyć, że d la  cech 
zdekorelowanych p 7 sp ro w ad za  się do m e try k i p2 , przy A,, określonym  w zo­
rem  ( D l .4). M etry k a  M ah a lan o b isa  je s t  p rzyk ładem  m etry k i kw adratow ej 
o ogólnym  wzorze

p s ( x fi, x n) =  y j ( x » — x rj)T H(x*i — x ^ ), ( D l .11)

D o d a tek  1. P ro b lem  w yboru  m e try k i w p rzestrzen i cech 183
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k tó ra  p rzy  odpow iedn im  doborze m acierzy transfo rm acji H  m oże uw zględ­
n iać różne w łasności p rzestrzen i cech. Przykładow o: d la  H  d iagonalnej 
w racam y do m etry k i p ly d la  H  =  T " 1 m am y m etrykę p j y zaś przyjęcie 
H  zaw ierającej e lem enty  niezerowe w yłącznie poza głów ną p rzek ą tn ą  p ro­
w adzi do m etry k i B h a ttach a ry y a , często wskazywanej ja k o  o p ty m aln a  w 
p rak tycznych  zadan iach  rozpoznaw ania  i g rupow ania  cech [3].



D o d a te k  2 
D o w ó d  tw ie rd z e n ia  o zb ież n o śc i  p ro c e s u  u cz en ia  
d la  a p r o k s y m a c y jn e j  m e to d y  ro z p o z n a w a n ia  o b ra z ó w

W  rozdziela  6 p rzy toczono  m etodę uczenia (wzory (66) i (67)) pozw aląjącą 
w yznaczać zestaw y w ag (r ) V , za p o m ocą  k tórych  funkcje przynależności 
o p o stac i (58) pozw ala ją  bezb łędn ie  rozpoznaw ać w szystkie obiekty. P rzy ­
toczono ta m  rów nież tw ierdzenie głoszące, że m e to d a  ta  gw aran tu je  uzy­
skanie rozw iązan ia  po  skończonej liczbie kroków. T w iedzenie to  (w różnych 
w arian tach  i odm ianach ) je s t  dyskutow ane w n iem al w szystkich m onogra­
fiach, do tyczących problem ów  rozpoznaw ania, jed n ak  jego  znaczenie i w aga 
sk łan ia ją  do p rzy to czen ia  go także  w te j książce, szczególnie, że u d a ło  się 
opracow ać w yjątkow o k ró tk ą  wersję tego dow odu.

T eza ogran iczona do przypadku dw óch klas -  za łożen ia

N a początek  rozw ażym y przypadek dychotom ii (L  =  2). D la  tego przy­
p ad k u  zam ias t dw óch funkcji przynależności

C 1(x) = £ v „ 1x„  (D2.1)
ł/=0

C \ i )  = £  V?xv (D2 .2 )
j/= 0

oraz  regu ły  m ajoryzacji

F k = i < =  C ( i ‘ ) >  Ci+I(t* ) (D2.3)

m ożna rozw ażać funkcję rozdzielającą

c 12(i) = C \ ł )  -  C \ ł )  = ± ( V }  -  V j ) x „  (D2.4)
i / = 0

(*) Rozważany jest tu  przypadek funkcji liniowych, ale jak wskazano w rozdziale 6, 
przypadek nielinowy może być rozważany jako złożenie algorytmu liniowego i nieli­
niowej transformacji układu współrzędnych.
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o raz  regu łę  dysk ry m in acji znaku

* _  /  1, gdy c, 2(xł ) >  o, (D 2  5)
^ 2, w przeciw ym  przypadku .

D okonując korek ty  ciągu uczącego w edług następu jących  reguł:

i / = { ( £ Ł,«ł ) } - * C/ '  =  { i* }  (D2.6)

* =  ( Ł  gdy •* =  1. (D2 .7 )
-  l - Ł  gdy <* =  2 , v

o trzy m u jem y  w m iejsce (D 2.4) i (D 2 .5) jeszcze p rostszą  zależność

C n ( x k ) >  0 (D 2.8)

d la  w szystkich poprawnie  rozpoznaw anych obiektów  ciągu U 1.

K o rek ta  c iągu  uczącego spow odow ała więc zam ianę p roblem u l iniowej  
rozdzielności  ((D 2 .3 ) lub (D 2.5)) n a  problem  liniowej zwartości  (D 2.8). 
R ów nocześnie uproszczeniu  u leg ła  regu ła  uczenia w s to sunku  do wzorów 
(66) i (67), gdyż m o żn a  j ą  te raz  zapisać jako

V„12(it +  l)  =  K,12(*) +  i i ,  (D2.9)

d la  każdego b łędn ie  sklasyfikow anego ob iek tu  x k. Poniew aż ob iek ty  ciągu 
uczącego, k tó re  nie p o w o d u ją  błędów , nie w pływ ają n a  tok  procesu ucze­
n ia , p rze to  m ogą  być z dalszych rozw ażań usunięte.  B ędziem y więc za­
k ład a li, że każdy pokazany obiekt x k je s t  błędnie klasyfikowany  (to  znaczy 
E : =q <  0) 1 w ykonyw ana je s t ko rek ta  (D 2.9). Załóżm y także
d la  p rosto ty , że

Vb12( l)  =  VV2(1) =  • • • =  Kn12( l)  =  0. (D2.10)

W ówczas oczyw iście
k

V„12(* +  l)  =  £ > i : ,  (D2. l l )
n=i

poniew aż każdy pokaz był zw iązany z ko rek tą  (D 2.9).
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T w ie r d z e n ie .  Przy wyżej sformułowanych oznaczeniach oraz przy do­
da tkow ym  założeniu, że istnieje wektor wag Vv ; v  =  0 , . . . , n ,  gweuantu- 
ją cy  poprawne rozpoznawania wszystkich elementów ciągu uczącego, pro­
ces uczenia dany wzorem (D 2.11) je s t zbieżny do wektora Vv ; v  =  0 , . . . ,  n, 
oraz osiąga go w skończonej liczbie kroków.

D o w ó d .  Wprowadźmy idealny (docelowy) zbiór wag Vv \ v  =  0 , . . . ,  n, 
przy czym oczywiście przyjmujemy, że zbiór ten gwarantuje prawidłowe 
rozpoznawanie wszystkich elementów ciągu uczącego

vż* e  u'

O kreślm y w artość pom ocniczą

]T v„xk„ > o
i / = 0

(D 2.12)

rji = min > Vvx ku. 
r€ t/ '-  ^=0

(D 2.13)

N a podstaw ie  (D 2.12) r)y >  0.

O bliczym y te raz  w artość iloczynu skalarnego V_V}2(k — 1), tra k tu ją c  
zbiory wag jak o  w ektory

V V l\ k + l )  = f^ V „ V t\k  + 1). (D 2.14)
i / = 0

W ykorzystu jąc  ( D2 . l l ) ,  m ożna zapisać:

¿ ^ 2( * + i ) =  £ [ £ k ,*
1 ‘■¿'=0

v (D 2.15)
i / = 0

Ale z (D 2.13) w ynika, że
n

£ W ( *  +  l ) ł * n ,
i / = 0

zaś z nierów ności C au ch y ’ego-Schw arza m ożna oszacować:

E [ W ( *  + i)]:

(D 2.16)

i z 12(* +  i ) i 2= ] C [ ^ 12(* +  i)] >
ł /= 0

u=0 E W 2u=0

(D 2 .I7 )
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p rze to  w ykorzystu jąc  (D 2.16), o trzym ujem y

I Vn (k +  1) |2> „(fn)ł k \  (D2.18)
£  W 2t/—0

co oznacza, że w trakc ie  uczenia d ługość w ektora  wag rośnie szybciej
niż k w a d ra t liczby pokazów . Równocześnie jed n ak  obow iązuje zależność
(D 2.9), k tó rą  zapiszem y w form ie:

V?ł („ +  1) =  V»(M) + *S, (02.19)

skąd m o żn a  o trzy m ać

I V"(n + 1) |2=| V } \ i) I2 +2 £  V}\n)xi + ¿ ( i? )2. 02.20)
i/=0 v=0

Ale z uw agi n a  o rgan izację  ciągu uczącego U1

V /i6 [ l , i ]

przeto

n

ł / = 0

(D 2.21)

I +  1) |2 -  | |2<  ^ ( i i ) 2. (02.22)
i/=0

S um ując  nierów ności (D 2.22) d la  /i =  1 , 2 , . . . ,  k,  o trzym ujem y

I Z 12(* +  1) |J<  £  ¿ ( i ? ) 2- (02.23)
/¿=1 i/=0

W prow adzając  now ą w artość pom ocniczą

K  =  (D2.24)
”  y = 0

o trzym ujem y  oszacow anie sprzeczne z (D 2.18)

| £ 12(jt +  l ) | 2< t r h .  (D2.25)



Sprzeczność w zorów  (D 2.18) i (D 2.25) m o żn a  u su n ąć  jed y n ie  w te n  
sposób , że założy  się o g ran iczo n ą  zm ienność k

VI E  (V*)2
k <  — ^ -------- , (D 2.26)

co kończy dow ód, gdyż w ykazuje, że liczba pokazów  m usi być skończona, 
a  p o  ich zap rezen to w an iu  o siągany  je s t  s ta n  pełnej popraw ności procesu  
ro zp oznaw an ia .

U o g ó ln ie n ie  na p rzyp ad ek  w ie lu  klas

P rzep ro w ad zo n y  dow ód d o tyczy ł szczególnego p rzy p ad k u  L  =  2. Uo­
gó ln ien ie  tego  dow odu  n a  p rzy p ad ek  L  >  2 je s t  je d n ak  b a rd zo  p roste . P ro ­
b lem  m ajo ryzacy jne j reg u ły  w yboru  jed n e j z L  k las n a  p o d staw ie  funkcji 
p rzyna leżności

C " '( i)  =  J 2  <D 2 -27)
u=0

m o żn a  zam ien ić  n a  p ro b lem  liniowej zw artości (p o r. (D 2.8))

L(n + 1)—1
C ( x ) =  VŁ*m > 0  (D 2.28)

#i=0

przez p ro s ty  zab ieg , po legający  n a  zastąp ien iu  ( n —l)-elem en tow ych  w ekto­
rów  c iągu  uczącego i k przez L ( n  +  l)-e lem en tow e w ektory  x k , zbudow ane 
w ed ług  n astęp u jąceg o  sch em atu :

* («*-i)(n+ i)+ *  =  v  =  0» 1, —  *n , (D 2.29)

^ (F k-i)(n + i)+ i/ =  “ **5 i / =  0, l , . . . , n ,  (D 2.30)

P o zo sta łe  e lem en ty  =  0 (2).

W zory  (D 2 .29) i (D 2.30) są  sprzeczne przy i k = F k, ale p rzy p ad k i ta ­
k ie, p o d o b n ie  ja k  w p rzed staw io n y m  zad an iu  L  =  2, m ogą  być elim inow ane 
z rozw ażań , gdyż nie p o w o d u ją  konieczności korekty . W e wzorze (D 2.28),

( 2 ) S zczeg ó ło w ą d y sk u s ję  p rz y ję ty c h  o z n a c z eń  p rzep ro w ad zo n o  w ro zd z ia le  6 .

D o d a tek  2. D ow ód tw ie rd zen ia  o  zbieżności procesu  uczen ia  . . .  1 8 9



1 9 0  D o d a tek  2. D ow ód tw ierdzen ia  o zbieżności procesu uczenia . . .

obok  w ek to ra  cech zm odyfikow anego w om ów iony sposób, m usi w ystąp ić  
L (n  -f l)-e lem en to w y  w ektor wag. O znaczym y go V_ i zbudu jem y  w edług 
sch em atu :

V ( i  -  l ) ( n  +  1) +  !✓ =  V ' \  t = l , . . . , L ,  =  (D 2.31)

Ł atw o zauw ażyć, że om ów ione p o d staw ien ia  upraszcza ją  znacznie schem at 
uczenia. Z am ias t zależności (66), (67) i (68) m ożna  stosow ać analog iczną 
do  w zoru (D 2.9) regułę:

% { k  +  1) =  V„(k)  +  i* .  (D 2.32)

S postrzeżen ie  tego  fak tu  pozw ala  p rzy jąć (z n iezbędnym i m odyfika­
c jam i oznaczeń) ciąg zależności od  (D 2.10) do (D 2.26) ja k o  dow ód przy­
p ad k u  L  >  2. J a k  z tego  w ynika, zbyteczny je s t  oddzielny dow ód d la  tego 
p rzy p ad k u  i te za  tw ierdzen ia  o skuteczności procesu uczen ia  przenosi się 
w sposób  n a ty ch m iasto w y  i n a tu ra ln y  n a  p rzypadek  ogólny.



P o d s ta w o w e  p o ję c ia  te o r i i  ję zy k ó w  fo rm a ln y c h  i a u t o ­
m a tó w

Podstaw ow e po jęcia  teo rii języków  form alnych zostały  zdefiniowane w po­
łowie la t p ięćdziesiątych przez N oam a C hom sky’ego w pracach zw iązanych 
z bad an iem  m atem aty czn y ch  m odeli g ram aty k  opisujących języki n a tu ­
ra lne  [21] (jakkolw iek g ram aty k i C hom sky’ego m ożna trak tow ać  ja k o  po d ­
system y T h u e ’go, norw eskiego m a tem aty k a  żyjącego w la tach  1863-1922). 
C o  p raw d a  później okazało  się, że zastosow anie teorii C hom sky’ego w lin­
gw istyce m a  stosunkow o ograniczony zasięg, ale stw orzone przez niego p o ­
ję c ia  są  niezw ykle p rzy d a tn e  w tak  podstaw ow ych dziedzinach in form atyki, 
ja k : język i p rogram ow ania , projektow anie kom pilatorów , czy w łaśnie roz­
poznaw anie  obrazów .

W prow adźm y n astęp u jące  pojęcia.

Alfabetem  E  nazyw am y pew ien skończony zbiór sym boli.

Ciągiem (s ło w em , zdaniem) nad alfabetem E  nazyw am y każdy ciąg 
skończonej długości sk ład a jący  się z sym boli a lfabetu  E .

Przyk ładow o, d la  a lfab e tu  E  =  {a, 6}, następu jące  napisy  są  słow am i 
nad  E  : a , 6, a a , ab, ba, 66, a a a , a a 6 , . . .  Zbiór wszystkich ciągów n ad  alfabe­
tem  E  oznaczam y przez E + , tzn . E + =  {a, 6, aa , a 6 ,6 6 ,.. .}  d la  E  =  {a, 6}.

Słow o nie sk ład a jące  się z żadnego sym bolu je s t określone ja k o  słowo 
puste  i je s t  oznaczane przez A. W prow adźm y oznaczenie E* =  E + U {A}.

P rzed staw ia jąc  definicję ciągowej g ram atyk i form alnej, dokonuje się 
zw ykle następu jącego  p odzia łu  na cztery klasy g ram aty k  w edług klasy­
fikacji C h o m sk y ’ego.

Ciągową gramatyką formalną  (gramatyką ciągową, gramatyką)  nazy­
w am y czwórkę:

0  =  (E y v ,E r ,.P ,S ) ,

gdzie: Eat -  zbiór sym boli n ie term inalnych , E r  -  zbiór sym boli te rm in a l­
nych, P  -  zbiór p rodukcji (reguł przepisujących), S  -  sym bol startow y, 
5  €  E  t / .

D o d a t e k  3
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Z ak ład am y  przy ty m , że E  =  £ / /  U E r  oraz Ejy H E j  =  0*

Gramatyką  s t ruk tu r  frazowych  nazyw am y gram atykę, k tó rej p rodukcje 
są  po stac i:

V — * 7 j gdzie r j e  E ’ E tfE * , 7 E E * .

C iąg  r) sk ład a  się z a tem  z p rzynajm niej jednego  sym bolu  n ieterm inalnego , 
przed (i po) k tó ry m  m oże znaleźć się pew na liczba sym boli a lfab e tu  E . 
C iąg  77 je s t  nazyw any lew ą s tro n ą  p rodukcji, n a to m ia st 7  -  p raw ą s tro n ą  
p rodukcji.

Gramatyką  konteks tową  nazyw am y g ram atykę, k tórej p rodukcje są  po­
staci:

ł ? i ^ 2 — ")iT % >  gdzie 7 6  E + , A  €

T ak  więc, g ra m a ty k a  kon tekstow a pozw ala n a  zastąp ien ie  sym bolu  n ie te r­
m inalnego  A  n iep u sty m  ciągiem  sym boli 7  w tedy, gdy A  pojaw iło  się w 
kontekście ciągów rj\ i 772-

Gramatyką  bezkontekstową  nazyw am y gram atykę, k tórej p rodukcje są  
postaci:

A — ► 7 , gdzie A  E E w , 7  €

W  p rzy p ad k u  g ram aty k i bezkontekstow ej, n ie te rm ina l A  je s t zastępow any 
przez n iepusty  ciąg 7 , n iezależnie od kon tekstu , w ja k im  się znajdu je  A.

Gramatyką  prawostronnie  (lewostronnie) regularną nazyw am y g ram a­
tykę, k tó rej p rodukcje  są  postaci: A  — ► 7 G  (d la  g ram a ty k i lew ostronnie 
regu larnej: A  — * G 7 ) lub  A  — * 7 , gdzie A ,  G  E Ejv, 7  €  E j .

W  lite ra tu rz e  dotyczącej teorii języków  form alnych d a ją  się zauw ażyć 
rozbieżności pom iędzy  po stac iam i p rzy taczanych  definicji g ram a ty k  we­
d łu g  klasyfikacji C h o m sk y ’ego. G łów nie do tyczą  one sposobu ok reślan ia  
ciągu 7 . P o d an e  definicje p rzedstaw iono  op ierając się n a  p racach  C hom ­
sk y ’ego (np . [21]).

Jeśli 7  E E + , to  przez 7 ” oznaczym y ciąg  pow stały  przez przepisanie 
ciągu 7  n  razy, a  I7 I oznacza długość (liczbę sym boli z a lfab etu  E ) w ciągu
7 . P rzyk ładow o, d la  7  =  abc: y 3 =  abcabcabc, I7 I =  3, I t3 ! =  9.

rj — ► 7  o znacza  (bezpośredn i) krok w yprow adzający w g ram atyce  0 , 
tzn . jeśli 77 =  <71X02 i 7  =  <̂ 1^ 2» to  istn ieje  p rodukcja  \  f T €  P-



r) —¡U 7  oznacza w yprow adzenie w gram atyce 0 , tzn . istnieje tak i ciąg 
że *?o =  *?, =  7  oraz i?,- — ♦ fy+i €  P  dla i  =  0 , 1 , . . . ,  k - 1 .

Oczywiście je s t  zw rotnym  przechodnim  dom knięciem  — ►.

Językiem  generow anym  przez g ram atykę 0  nazyw am y zbiór 

L ( 0 )  =  { 7  | 7  G EJ- ta k i,ż e  S — >7 }.

Zdefiniujm y teraz  dogodną do analizy syntaktycznej podklasę g ram a­
ty k  bezkontekstow ych.

D la A  G E*r: f i r s t ( A )  =  {a €  E  | A  7 , 7  G E + oraz 7  =  ar)}. Tak 
więc, zbiór f i r s t  d la  n ie te rm in a la  A  zaw iera wszystkie sym bole, jak ie  m ogą 
pojaw ić się n a  jego  pozycji. Przykładow o, jeśli w gram atyce w ystępują 
produkcje: A  — ♦ a B , A  — ► C 6, C  — ♦ e E a , to  a , C , e  G f i r s t ( A ) .

Niech r) — * 7  będzie bezpośrednim  krokiem  w yprow adzającym  w gra­
m atyce bezkontekstow ej tak im , że

17 =  171 Alfo, 7  = T)iTTl2 i a — * r € P .

Jeśli f?i G E f ,  to  krok w yprow adzający nazywam y lewostronną kano­
niczną generacją i oznaczam y 1/ — ► 7 . Zw rotne i przechodnie dom knięcie

$
— nazywamy lew ostronnym  w yprow adzeniem  i oznaczam y - j -+. Innym i 

słowy, lew ostronnym  w yprow adzeniem  nazyw am y tak ie  wyprowadzenie, 
gdzie w każdym  kroku produkcję stosujem y d la  najbardziej lewego nie­
te rm ina la .

B ezkontekstow ą g ram atykę 0  nazyw am y gramatyką klasy L L (  1) [22], 
[23], jeśli spełn ione są  dw a następu jące warunki:

1) g ram a ty k a  nie zaw iera produkcji o postaci A  — ► A y ,  A  G E jvs 
7  G E * ,

2 ) jeśli is tn ie ją  dw a wyprowadzenia:

S  - ^ 7 1 ^ 7 2  71*72 "7 * 71*71,

S - j +  71A72 7i n 2 - j *  7i ̂ 2

oraz zachodzi f i r s t ( r j i )  =  f i r s t f a ) ,  to <7 =  r .

D 3. Podstaw ow e pojęcia teorii języków form alnych i au tom atów  193



In n y m i słow y, z każdego n ie te rm in a la  A  do  e lem en tu  zb io ru  f i r s t ( A )  
m ożem y pó jść  ty lk o  je d n ą  d ro g ą  (tzn . d la  n ie te rm in a la  A  i elem entów  
zb io ru  f i r s t ( A )  m am y  zd e te rm in o w an ą , w sensie stosow an ia  p ro d u k c ji, 
d rogę).

P o  w prow adzen iu  k las  g ra m a ty k , k tó rych  używ am y do generacji c iągu  
uczącego w rozdzia le  1 0 , zdefin iu jm y podstaw ow e k lasy  a u to m a tó w , w yko­
rzystyw anych  ja k o  m echan izm y  ro zp o zn aw an ia  obrazów .

D eterm in istycznym  autom atem  o skończonej liczbie stanów  nazyw am y 
p ią tk ę

a  =  ( E r , Q , i , ? o , n

gdzie E t  -  skończony zb iór sy m bo li wejściowych, Q  -  skończony zbiór 
s tan ó w , 6 : Q  x  E t  — ► Q  -  fun k c ja  p rzejścia , qo -  s ta n  początkow y, 
F  C  Q  -  zb ió r s tan ó w  końcow ych. Z ak ład am y  przy ty m , że

< (̂g, ctT') =  a ) , -y), 7  €  E f , a  €  E r -

P rzez  r p ( 7 ) ozn aczam y  s ta n  ja k i osiąga  a u to m a t 21 po  p rzeczy tan iu  
c iągu  7 , tzn .

r p (  7 )  =  % 0 , 7 ) -  

Z bió r słów  akcep tow anych  przez a u to m a t 21 defin iujem y ja k o

T(A) =  { ?  G £ t  I ¿ ( 90 , 7 )  e  F } .

A u to m a tem  21 i l  k lasy  L L (  1) [22,23] nazyw am y czwórkę

% l l  =  ( E r ,  E , 6, Zo),

gdzie  E t  -  skończony zb iór sym boli w ejściow ych, E -  skończony zbiór 
sy m bo li s to su , <$ : E  x  E t  — ♦ {(<r, /) , r e m ,  acc, e r r } ,  a  6  E*, / €  M  -  
fu n k c ja  p rze jśc ia , Zo -  sy m b o l zn a jd u jący  się n a  dnie s to su  Zo €  E .

W  celu  o p isan ia  d z ia ła n ia  a u to m a tu  21 l l  k lasy  L L (  1) w prow adźm y 
pojęcie konfiguracji a u to m a tu . Konfiguracją autom atu  klasy L L (  1) nazy­
w am y tró jk ę

( I N P U T ,  S T A C K , O U T P U T ) ,

gdzie I N P U T  €  E ^  -  c iąg  sym bo li, ja k ie  zn a jd u ją  się n a  wejściu a u to m a tu , 
S T A C K  £  E + -  ciąg  sym bo li, ja k ie  z n a jd u ją  się n a  stosie , O U T P U T  -
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ciąg num erów  produkcji g ram atyk i, jak ie  zostały użyte podczas dotych­
czasowej analizy  słowa.

D ziałanie au to m a tu  21LL klasy LL (  1) zdefiniujemy w następujący  spo­
sób:

1) konfiguracją początkow ą je s t (rj .SZo,  A), gdzie rj je s t słowem, które 
będziem y analizow ać, S -  znacznikiem  końca ($ £  E t ) ,  S  -  sym bolem  
starto w y m  gram atyk i;

2) (ay ,  A \T ,  t ) I  (7 , t , t t )  <*• 6(> łi, a) =  rem, £  E , a  £  E T ,
7  €  E J ,  t  £  E*, t  je s t ciągiem  numerów produkcji, I—  -  oznacza przej­
ście a u to m a tu  z jednej konfiguracji do drugiej;

3) ( 0 7 , A \ t ,  tt)I----(ay, err, Tri) <=> ó(Alf a) =  (<r,t);

4) ( a j ,  A i r ,  tt)I----acc <=> S(A i,a)  =  acc, gdzie acc je s t konfiguracją
rozpoznan ia  ciągu rj (i zakończenia dzia łan ia  au tom atu );

5) (0 7 , A \ t , tt)I----err  6 ( A \ , a )  =  e r r f gdzie err  je s t konfiguracją
błędu -  n ierozpoznania  ciągu rj (i zakończenia działan ia  au tom atu ).

Z tego opisu  w ynika, że zbiór słów akceptowanych przez au to m at 2lLi, 
klasy L L (  1) definiujem y jako

T ( * l l ) =  { 7  e  E f  I (7 $ ,S Z 0, A)h— * - ( $ , ¿ 0,* )} ,

gdzie ir je s t ciągiem  num erów  produkcji gram atyki L L (  1) prowadzących 
do w ygenerow ania 7 .

Sekwencyjnym iransdjuserem 2 wielokrotnym wejściem(l ) (ang. sequ- 
ential multiple entry  transducer)  [24] nazywam y piątkę

S r  =  ( Q , E r , A , 6,Q 0),

gdzie Q  -  skończony zbiór stanów , E t  -  skończony zbiór sym boli wejścio­
wych, A  -  skończony zbiór sym boli wyjściowych, 6 : Q  x EJ* — ► Q  x A* 
-  funkcja  przejścia (przypadek determ inistyczny), Qo C Q  -  zbiór stanów  
początkow ych.

D3. Podstaw ow e pojęcia teorii języków form alnych i au tom atów  195

( j )  N ie  n a le ż y  m y l ić  s e k w e n c y jn e g o  t r a n s d j u s e r a  z  w ie lo k r o tn y m  w e jśc ie m  z  b a r d z ie j  
z n a n y m  z  te o r i i  a u to m a tó w  d e te r m in is ty c z n y m  t r a n s d ju s e r e m  o  s k o ń c z o n e j  l ic z b ie  
s t a n ó w  [ang.deterministic f in ite  transducer)  [25].



Zapis 7 )  =  (?',«?) oznacza, że po  p rzeczy tan iu  ciągu 7  G  £}* z 
w ejścia, tra n sd ju se r przechodzi ze s tan u  q do s tan u  q' i w ypisuje ciąg 
77 G A* n a  wyjście.

D la  7  G E f , ciąg 77 =  S T ( 7 ) je s t napisem  w yjściowym  w tedy i tylko 
w tedy, gdy is tn ie ją  ciągi

Ti» • • *»7 ifc G E j , 9 1 , . . . , 17* G A*, i  1 G <2

tak ie , że

1 )  7  =  7 1  • • • 7 * .

2) 1; =  IJi

3) % i ,  7 i+ i )  =  ( i i + i .  Vi+i), i =  0 ,1  k -  1, g0 e  Qo-
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W y b r a n e  po jęc ia  te o r i i  języków  drzew ow ych  i g ra fo ­
w ych

W  d o datku  znajdu ją  się definicje pojęć wykorzystywanych w rozdziałach 
11 i 12. Definicje drzewowych gram atyk  ekspansywnych oparte  są  na
pracy B rainerda [29], n a to m iast au tom aty  VLd f  wprowadzimy tak , ja k  
w [30], rozszerzając au to m a t T&d f  do au to m atu  z wyjściem.

Ekspansywną gramatyką drzewową generującą drzewa o nieskie-
rowanych i niezaetykietow anych krawędziach, tzn. drzewa T  nazywam y 
czwórkę

<5r =  (E,r,P,Z) ,

gdzie E  =  E t  U E n  -  zbiór etykiet wierzchołkowych (term inalnych i nie- 
term inalnych), P  -  zbiór produkcji o postaci:

A  —* a ( A \ A i . . .  j4r (a>),

gdzie j 4 , i 4 i , . . . , j 4 r (a) 6  E  w, a G E r ,  a(i4iv42 . .  .i4r(a)) je s t drzewem T  
(zapisanym  w postaci nawiasowej) o korzeniu a i r (a )  następnikach-liściach 
A \ ,  A 2, . . . ,  A r(a), r  je s t funkcją przypisującą wierzchołkowi etykietow a­
nem u przez a liczbę jego następników , Z  je s t skończonym zbiorem  drzew 
startow ych.

Ekspansywną gramatyką drzewową (lub g ram atyką ® e d t ) generującą 
drzew a o skierowanych i zaetykietow anych krawędziach, tzn. drzewa E D T  
(ang. Edge-labelled D irected Tree), nazywam y piątkę

&EDT  =  ( E ,I \ r ,P ,2 T ) ,

gdzie E , r, Z  są  tak ie  ja k  w poprzedniej definicji, T -  zbiór etykiet krawę­
dziowych, P  -  zbiór produkcji o postaci:

A  —► a ( r iA \T 2A2 . .  . r r (a )>4r (a)),

D o d a t e k  4



gdzie A , v 4 i , A 2 , . . . , i 4 r(a) e  a £  E T > n ,  r 2, . . . ,  rr(a) £  I \  na tom iast 
a ( r i A i T 2A 2 ■. . r r^a)^r(a))  je s t drzewem  E D T  (zapisanym  w postaci n a ­
w iasowej) o korzeniu a i r ( a )  następnikach-liści ach A \ ,  A 2 i . . . ,  Ar(a) po­
łączonych z korzeniem  r ( a )  kraw ędziam i zaetykietow anym i t \  , r 2, . . . ,  r r (a) 
(odpow iednio) i skierow anym i od korzenia do liści.

A u to m a tem  %d f t  2 wyjściem nad zbiorem etykiet wierzchołkowych 
E t  =  {<*1 j • • •»°n} rozpoznającym  drzewa T  nazyw am y (n  +  2)-krotkę:

& E D T  =  ( Q | 6 i , . . . , £ n , F ) ,

gdzie Q  -  skończony zbiór stanów , ók, k =  1 -  funkcja przejścia
zdefiniow ana następująco:

St  : Qr(<,l) —► Q x N,

gdzie a t  6  E t ,  N -  zbiór liczb naturalnych, F  C Q  -  zbiór stanów końco­
wych.

Zdefiniujm y teraz  funkcję r p  (p a trz  D odatek 3) d la  au to m atu  21 d f t '

1) D la w ierzchołka a  €  Et  będącego liściem (tzn . nie posiadającego 
następników  -  r ( a )  =  0):

rp (a )  =  (A, t) O  6„ =  (A ,  i),

gdzie i  je s t  num erem  produkcji, na  bazie której zosta ła  zdefiniowana 6a , 
w ypisyw anym  n a  wyjście.

2) D la  w ierzchołka a  6  E t  posiadającego r (a )  następników , k tó re  są  
korzeniam i poddrzew  y \ , . . . ,  yr(a)

r p M in  ■••»■(«))) =  O M )
3 A \ , . . . ,  A r[a} G Q  : 60( i 4 i , . . . ,  j4r(a)) =  (A , i)

oraz rp (y*) =  (A*, j ( k ) ) } k  =  l , . . . r ( a ) ,  gdzie i je s t num erem  produkcji, 
n a  bazie której zo sta ła  zdefiniow ana ba( A \ i v4r (a>), n a to m iast j(Ar) je s t 
num erem  pierwszej produkcji generującej drzewo j/; (num ery produkcji są  
w ypisyw ane n a  wyjście), czyli

rp (* (y i «• -yr(<,))) =  6a ( r p ( y i ) , . . . ,  rp (yr(a))).
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A u t o m a t e m  %d f e d t  * wyjściem nad zbiorem etykiet wierzchołkowych 
E j  =  { a i , . . .  , a n } * zbiorem etykiet krawędziowych T  rozpoznającym  drze­
w a E D T  nazyw am y (n  -f 2)-krotkę:

& D F E D T  =  (Q,  61 , . . . ,  6„ ,  F ) f

gdzie Q  i F  -  ja k  w poprzedniej definicji, k =  je s t funkcją
przejścia  zdefiniow aną następująco:

Sk : ( r Q ) r <ai> -* Q x  N,

gdzie a t  G E t , N  -  zbiór liczb na tu ra lnych , =  {t A  | r  €  T, A  G Q}.

Funkcję r p  d la  a u to m a tu  21 d f e d t  zdefiniujem y analogicznie ja k  d la  
a u to m a tu  21 d f t

1) d la  wierzchołka a  €  E t  będącego liściem

rp(a)  = (A ,  i) <#6a =  (A , i ),

gdzie 1 -  num er p rodukcji, n a  bazie której zo sta ła  zdefiniowana 6a , wypi­
syw any n a  wyjście,

2) d la  w ierzchołka a  €  E t  posiadającego r ( a )  następników  połączo­
nych z w ierzchołkiem  a kraw ędziam i T\ , . . . ,  r r (a) i będących korzeniam i 
poddrzew  y x, . . . ,  yr(a)

r p ( a ( r i y i . . .  rr(a)yr(a))) = (A> 0
3 A i , . . . ,  A r(a) €: Q  : 6a ( t j  A i , . . .  T’r^a^Ar^a' )̂ — (^4, i)

oraz rp(yjfc) =  ( A k , j ( k ) ) t k =  l , . . . , r ( a )  gdzie i , j ( k )  są  tak ie  ja k  w an a ­
logicznej definicji, czyli

r p ( a ( n y 1 . . .  rr(a)yr(a))) = 6a ( r xr p ( y i ) , . . . ,  r f(o)rp(j/r(o))).

Konfiguracją automatu  drzewowego z wyjściem  (w obu przypadkach) 
nazyw am y p a rę  ( I N P U T , O U T P U T ), gdzie I N P U T  -  ciąg sym boli opi­
su jący  analizę d rzew a zapisanego w postaci nawiasowej, O U T P U T  -  ciąg 
num erów  p rodukcji, jak ie  zosta ły  użyte podczas dotychczasowej analizy 
drzewa.
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K onfiguracją początkow ą je s t ( 77, A), gdzie 77 jest zapisem  drzewa w po­
staci nawiasowej, A -  słowem pustym , a konfiguracją końcową jes t (>4,r), 
gdzie t je s t ciągiem  num erów  produkcji gram atyki drzewowej prow adzą­
cym  do wygenerow ania drzew a 77, A  6  F  (zbiór stanów  końcowych). Zatem  
zbiór drzew akceptow alnych przez au to m at drzewowy %d f t  (w obu przy­
padkach) określim y jako:

T ( % d f t ) =  {*? I i 7?, A )l—  * - ( Ą r ) } .

W prow adzim y teraz definicję grafu klasy E D G  używanego do repre­
zentacji obrazów  s truk tu ra lnych  [33].

Sk ierowanym ,  wierzchołkowo i krawędziowo e tyk ie towanym grafem  (gra­
fem E D G  -  ang. Edge-labelled D irected G raph) nazyw am y piątkę

=  I \ * ) f

gdzie V  -  skończony, niepusty zbiór wierzchołków, £  -  skończony, niepusty 
zbiór e tyk ie t wierzchołkowych, T -  skończony, niepusty zbiór etykiet k ra­
wędziowych, E  -  zbiór krawędzi o postaci (v, A, w ), gdzie v t w  6  V y A E T, 
<p : V  —♦ £  -  funkcja etykietow ania wierzchołków.

Definicje dotyczące grafów klasy Q i rodziny ekspansywnych gram atyk 
grafowych zostały  sform ułow ane n a  podstaw ie pracy [35].

Niech H  = (V, E } £ , r,<£) będzie grafem  E D G  o m  wierzchołkach, k tó ­
rym  przypisano indeksy l , . . . , m .  Etykie towaną macierzą przyległości  dla 
H  nazyw am y m acierz A  =  [a,,]mxm taką, że

a) ciij =  /?, jeśli (v,-,/?, Vj) 6  E , gdzie v,(v; ) jest w ierzchołkiem o in­
deksie i ( j ) ,

b) a i; =  0 , w przeciwnym  przypadku.

Funkcją maksymalnego poprzednika  nazywam y funkcję

m a x i n d  : { l , . . . , m }  —► { l , . . . , m }

taką, że maxind(k) =  l, gdy

1 ) z w ierzchołka o indeksie / -  vi wychodzi krawędź wchodząca do 
w ierzchołka o indeksie k  -  1/*,



2 ) w ierzchołek vi je s t m aksym alnym  (w sensie indeksu) wierzchołkiem  
o własności przedstaw ionej w punkcie 1 .

Spójny g ra f E D G  H  o m acierzy przyległości A  =  [ai ; ]mrm nazywam y 
grafem klasy  £2 (grafem  Q)  w tedy i tylko wtedy, gdy jego wierzchołki m ożna 
zindeksow ać tak , że spełnione są następujące warunki:

1) dij =  0 Vt >

2 ) d la  każdego aij takiego, że a ,; =  1 oraz i ^  maxind(j), istnieje 
uporządkow any ciąg indeksów i <  < j 2 < • • • <  j r <  j  tak i, że

i  = m a x i n d ( j \ ) ,  j \  =  m a x i n d ( j 2) , . . . ,  j r  = m a x i n d ( j ).

Niech rik będzie w ierzchołkiem  o indeksie k  i etykiecie n* grafu H. 
Czwórkę

(n*, r, d . . . c r , ¿1 —  *V),

gdzie r  -  s topień  wyjściowy n* (tzn . liczba krawędzi wychodzących z n*), 
1*1 . .  . i r -  uporządkow any rosnąco ciąg indeksów wierzchołków, do których 
w chodzą kraw ędzie w ychodzące z n*, e\ . . .  er -  ciąg etyk iet krawędziowych 
odpow iadających kraw ędziom  wchodzącym  do wierzchołków o indeksach 
*1 , . . . ,  i r , nazyw am y opisem  charak terys tycznym wierzchłka n *. C iąg opi­
sów charakterystycznych kolejnych wierzchołków grafu H  nazyw am y opi­
s em  charak terys tycznym  grafu H .

Ekspansyw ną  gramatyką  grafową ® e x p  nazywam y piątkę

0 ea ' p  =  ( N , E , T , P , 5 ) ,

gdzie N  -  skończony zbiór n ieterm inalnych etykiet wierzchołkowych, £  -  
zbiór term inalnych  etyk ie t wierzchołkowych, T -  skończony zbiór e tykiet 
krawędziowych, S  £ N  -  sym bol startow y, P  -  skończony zbiór produkcji 
o jednej z dwóch postaci:

a) o postac i zredukow anej A  —► a, gdzie A  £ N, a £ £ ,

b) o postac i ekspansyw nej przedstaw ionej n a  rysunku D4.1 i zapisyw a­
nej skrótow o:

A  —► a x  1 B i  ar25 | 3 . . .  x r B f ,
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B i  B ?  ......  B 9/

Rys. D4.1. Ekspansywna postać produkcji

gdzie a 6  £ ,  A, Bi 6 N f s ,  €  I \  et G {*, A}, i =  1 , . .  . , r ,  są  operatoram i 
osadzenia, A jes t sym bolem  pustym .

N u m e r a m i  porządkowymi  nieterm inali prawej strony produkcji o po ­
staci ekspansyw nej A —♦ a x\B\ i^B^ . . .x rB ' r nazywam y liczby n a tu ­
ralne przypisane do B i , i  =  2 , . . . ,  r , w następujący sposób:

1) B i m a  num er porządkowy 1,

2) jeśli e,- =  A, ł =  2 , . . . ,  r s to  £ j  m a num er porządkowy o 1 większy 
niż B ^ i ,

3) jeśli e,- =  *, i =  2 , . . . ,  r ,  to  Bi m a  num er porządkowy tak i sam  ja k
i .

Przykładow e produkcje ekspansywnej gram atyki grafowej z przypisa­
nym i num eram i porządkow ym i znajdu ją  się na rys. 12.2.

W ywód w ekspansywnej gramatyce  grafowej ® e x p  =  ( N t £ , I \  P, S )  
je s t rekurencyjnie zdefiniowany według następujących reguł:

1. S ta r tu je m y  z g rafu  g sk ładającego  się z jed n eg o  w ierzchołka o e ty ­
kiecie 5  i n um erze  porządkow ym  1 .

2. Jeśli w g istn ieje wierzchołek n  zaetykietow any przez A  oraz produk­
cja  o postaci zredukowanej A  —♦ a 6  P, to  zastępujem y etykietę A  przez 
a.

3. Jeśli wr g istnieje wierzchołek n  zaetykietow any przez A  oraz pro­
dukcja o postaci ekspansywnej A  —► a X \ B \  x 2B ^ 3 . . . x r B tr r €  P , to  krok 
wywodu zgodny z tą  produkcją przebiega w następujący sposób:

a) w miejsce w ierzchołka n  wstawiam y poddrzewo prawej strony pro­
dukcji, tzn . wierzchołek zaetykietow any przez A  jest zastępow any przez 
wierzchołek zaetykietow any przez a, który równocześnie dziedziczy po nim  
num er porządkow y;



b) n u m er porządkow y /;- każdego w ierzchołka rij etykietow anego przez 
B j i  j  =  1 , . . . ,  r ,  w generow anym  grafie g je s t obliczany jako :

h = l ' * P ,

gdzie / ' je s t  num erem  porządkow ym  w ierzchołka nj  w praw ej s tron ie  p ro ­
dukcji, zaś p  je s t  num erem  porządkow ym  w ierzchołka n w generow anym  
grafie g;

c) s to su jem y  tran sfo rm ac ję  osadzenia: załóżm y, że w ierzchołek n ' w ge­
nerow anym  grafie g:

-  je s t  e tyk ie tow any  ta k im  sam ym  sym bolem  n ie te rm ina lnym  co pew ien 
w ierzchołek n ;  (e tyk ie tow any  przez B j ) >

-  je s t  oznaczony przez *,

-  n u m er porządkow y w ierzchołka ri j  je s t  w ielokrotnością num eru  po rząd ­
kowego w ierzchołka n ',

-  nie is tn ie je  kraw ędź id ąca  od  pop rzed n ik af1) w ierzchołka n'  do w ierz­
chołka rij (p a trz  p rzyk ładow o, rys. 12.3 -  w ierzchołki i4f1j i ^ 2])-

W ted y  w ierzchołek n ' usuw am y, a  w szystkie kraw ędzie po  n im  dziedzi­
czy w ierzchołek n ; .

W prow adźm y pojęcia  służące do  określen ia  jednoznacznej reprezen tacji 
scen przez g rafy  k lasy  I E  [36], k tó ra  je s t  p o d k lasą  rodziny  grafów E D G .

K raw ędzie grafów  b ę d ą  używ ane do definiow ania relacji p rzestrzennych  
p om iędzy  p a ra m i ob iek tów  sceny reprezentow anym i przez w ierzchołki g ra ­
fów. R elacje te  b ęd ą  opisyw ane za pom ocą zbioru e ty k ie t kraw ędziow ych 
F , k tó ry  je s t  trak to w an y  ja k o  rod z in a  relacji p rzeciw sym etrycznych [36]. 
D la  każdej e tyk ie ty  A G T zdefiniujem y e tyk ie tę  o d w ro tn ą  A "1 6  F tak ą , że 
d la  dow olnych w ierzchołków  grafu  u oraz w  reprezen tu jących  ob iek ty  sceny 
i tak ich , że (t;, A, u;) 6  E , kraw ędź ( w } A- 1 , v) opisu je t ą  sam ą  relację po­
m iędzy o b iek tam i. M ówimy, że te  kraw ędzie są  sem antycznie  rów now ażne 
i zap isu jem y

(v, A, u;) — s e m -(u > , A- 1 , u).
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N a p rz y k ła d , k raw ędzie  ty p u : „zn a jd u je  się n a  lewo o d ” i „zn a jd u je  się 
n a  p raw o  o d ” s ą  sem an ty czn ie  rów now ażne. W  ta k  określonym  zbiorze T 
w p ro w ad zam y  re lac ję  liniow ego p o rząd k u

r  =  {7 1 . • • • ,7*  ITi <  • <  7t}-

N a stę p n ie  n a  zb ió r k raw ędzi T  n a k ład a m y  n as tęp u jący  w arunek : d la  
każdego  v  G V:  je ś li is tn ie je  (v, A, w)  G E y to  nie is tn ie je  (v, 7 , z)  G E  ta k a , 
że A =  7  i n ie  is tn ie je  (z ,  0 ,  v) G E , ta k a , że A =  (3~l .

N iech scen a  P  s k ła d a ją c a  się z n  ob iek tów  K \ , . . . ,  K n , k tó ry ch  p o ­
łożen ie  je s t  o p isan e  p rzez w spó łrzędne  k artez jań sk ie  (a: 1 , y \ ( x n , yn ) 
będzie  re p re ze n to w a n a  przez g ra f  E D G  g.  W ierzchołek  v8 G g  o d p o w iad a ­
ją c y  o b iek to w i K s n azy w am y  S-w ie rzcho łk iem  je ś l i(2)

(x s , y , ) =  m in {m in { (x ,• ,!/;)}} , i , j  =
Vj x i

G ra f  E D G  H  =  (V, E ,  E , nazyw am y z indeksowanym,  krawędzio- 
w o - jednoznacznym  grafem  (g rafem  I E  -  ang . Indexed E d g e-u n am b ig u o u s 
G ra p h )  [36], jeśli:

1) T i E  m a ją  w łasności o p isan e  pow yżej;

2) zb ió r w ierzchołków  V  je s t  z indeksow any w edług  n a stęp u jący ch  reguł:

a ) 5 -w ie rzch o łek  -  t>o ind ek su jem y  przez 1,

b) in d ek su jem y  w szystk ie  w ierzchołk i p rzyległe do t?o zgodnie z re lac ją  
<  w zb io rze  etykiet, k raw ędzi łączących i>o z w ierzchołkam i p rzy leg łym i; 
in d ek sac ji do k o n u jem y  w p o rząd k u  rosnącym  i  = 2 , 3 , , . . ,  k  p a m ię ta jąc , 
że k a ż d ą  k raw ędź w ch o d zącą  do vo tra k tu je m y  ja k o  kraw ędź o d w ro tn ą  
w y ch o d zącą  z t>o;

c) ko le jno  w y b ie ram y  w ierzchołk i zindeksow ane i  =  2 , 3, . . . , j f c  i in ­
dek su jem y  w ierzchołk i p rzy leg łe  do nich, k tó re  do tej po ry  nie zo sta ły  
z indeksow ane;

d ) p o w ta rz am y  p u n k t  c), aż z indeksu jem y w szystkie w ierzchołki;

(2 ) T a k  zdefin iow any 5 - w ierzchołek  o d p o w iad a  „obiektow i o b razu , um ieszczonem u n a j­
n iżej z lewej s tro n y " . C zasem  w ygodnie je s t  p rzy jąć  in n ą  reg u łę  n p . „najw yżej um ie­
szczonem u, górnem u obiektow i o b ra z u " . I s to tą  po jęcia  5 -w ierzchołka je s t , ab y  d a ło
się go w jed n o zn aczn y  sp o só b  określić.



3) Z b ió r kraw ędzi E  je s t  p rze transfo rm ow any  ta k , że w szystkie k ra ­
w ędzie są  sk ierow ane od w ierzchołka o niższym  indeksie do w ierzchołka
0 w yższym  indeksie (gdy  zachodzi p o trzeb a , to  „odw racam y” kraw ędź, 
tzn . zas tęp u jem y  j ą  przez o d w ro tn ą  -  sem an tyczn ie  rów now ażną).

Z defin iu jem y te raz  g ram a ty k ę  g ra fo w ą e d N L C  [33], d la  p odk lasy  k tórej 
-  E T L (  1) -  zo sta ł zdefiniow any an a liza to r syn tak tyczny  [37].

Krawędziowo-e tyk ie towaną,  skierowaną, sterowaną etykietą wierzcho­
łka gramatyką  grafową  (g ra m a ty k ą  ® t dNLC ~ ang . edge-labelled  d irected  
N ode-L abel C o n tro lled  g ra p h  g ram m ar) nazyw am y p ią tk ę

®tdNLC  =  (E , A , r , P ,  Z ),

gdzie E  -  skończony, n iep u sty  zb iór e ty k ie t w ierzchołkow ych, A  (podzb ió r 
E )  -  zb ió r te rm in a ln y ch  e ty k ie t w ierzchołkow ych, T -  skończony, n iepu ­
s ty  zb ió r e ty k ie t kraw ędziow ych, P  -  skończony zbiór p rodukcji o po­
s tac i ( l , D , C ) ,  gdzie / £  E , D  je s t  g rafem  E D G , C  : T  x {m ,ouż}  —> 
2 £x£xrx{m, ot i t }  j e st tra n s fo rm a c ją  osadzen ia, Z  -  s ta rto w y  g ra f E D G .

Wywód w gramatyce grafowej & edNLC =  (E , A , T ,P ,Z ) je s t  rekurency j- 
nie zdefiniow any w edług  następ u jący ch  reguł:

1. S ta r tu je m y  z g rafu  g =  Z.

2. Jeśli w g  is tn ie je  w ierzchołek n ie te rm in a ln y  n e tyk ietow any  przez
1 £  E  o raz  (/, D , C )  £  P ,  to  zastępu jem y  wierzchołek n  przez g ra f  D.

3. S to su jem y  tran sfo rm ac ję  osadzen ia  C  w n astęp u jący  sposób. Jeśli 
(a , c, y , ou t)  £  C ( x ,  tn ),  to  kraw ędź e ty k ie to w an ą  przez x  ( C ( x , . . .)) , k tó ra  
w chodziła  ( C ( . . .  , tn ))  do  w ierzchołka n  zastępu jem y  przez krawędź:

a) łą czącą  w ierzchołek g rafu  D  e tyk ie tow any  przez a ((a,
z w ierzcho łk iem  re s t-g ra fu (3) e tyk ie tow anym  przez c ( ( . . . ,  c , . . . , . . . , ) ) ,

b) e ty k ie to w an ą  przez y  ( ( - . . , . . . ,  y , . . . ) ) ,

c) i w y ch o d zącą  z w ierzchołka a g rafu  D  , o u i) ) (4).

P o jęc ia  te  zo sta ły  zdefiniow ane w [36].
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(3 ) R est-g ra fem  nazyw am y w yw odzony g ra f  bez w ierzchołka n.

(4) Reguła transformacji osadzenia została podana w intuicyjny sposób. Formalną de­
finicję można znaleźć w [33].



Niech H  — (V, E , E t T,(f)) będzie grafem  I E .  W ierzchołek o indeksie 
1 nazyw am y wierzchołk iem pierwszego poziom u.W ierzchołek v E V  nazy­
w am y wierzchołk iem poz iomu  n , jeśli:

1) is tn ie je  kraw ędź (w,  A, t>) £  E  taka , że w  je s t  poziom u n — 1,

2) d la  każdej kraw ędzi (u , /?, v) E E  lub (t>, a ,  u) E E  w ierzchołek u je s t 
w ierzchołkiem  przynajm nie j poziom u n — 1.

Niech p ią tk a  ® ed N L C  =  ( £ ,  A , T, P , Z )  będzie g ram aty k ą  grafow ą klasy 
e d N L C .  G ram aty k ę  ® edNLC nazyw am y gramatyką grafową klasy L ( l) ,  
jeśli:

1) P  je s t  skończonym  zbiorem  produkcji o postaci (/, D, C ) ,  gdzie

a) / E E ,

b) D  je s t grafem  I E  o opisie charak terystycznym :

Ki Y2 . . .  Ym , lub Y \ , gdzie Yi je s t opisem  charak terystycznym  
r \ r 2 . . .  r m 0 r,
E \  E i  . . .  E m — Ei
h  h  . . .  Im  -  Ii

w ierzchołka Yi, i =  1 , . . . ,  m , Y\  E A , tzn . Y\  je s t w ierzchołkiem  te rm in a l­
nym , Yi je s t w ierzchołkiem  drugiego.poziom u,

c) C  : T x { i n , o u t }  —► 2E x S x rx <*n '<>û  je s t tran sfo m acją  osadzenia.

2) W  zbiorze P  nie is tn ie ją  dwie produkcje o tej sam ej lewej stron ie  
i tej sam ej etykiecie w ierzchołka o indeksie 1.

3) Z  je s t  grafem  I E  o opisie charak terystycznym  spełn ia jącym  w arunek
lb .

G ram a ty k ę  grafow ą L( l )  nazyw am y domkniętą gramatyką grafową klasy 
L( l ) ,  jeśli d la  każdego w yw odu w tej g ram atyce  Z  = go —* g\ gn ,
g ra f gi, i =  0 , . . . ,  n  je s t  grafem  I E .

Niech Z  =  go —> g\ gn będzie w yw odem  w dom kniętej g ra ­
m atyce  grafowej L(  1). W yw ód nazyw am y regularnym wywodem lewostron­
n ym ,  jeśli:

1) d la  każdego i  =  0 , . .  . , n  — 1, w grafie <7, s tosu jem y produkcję dla 
w ierzchołka m ającego najm niejszy indeks,

2) indeksy w ierzchołków  nie zm ien iają  się w trakcie analizy.
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N iech ® t dNLC =  będzie  d o m k n ię tą  g ra m a ty k ą  g rafow ą
L ( l ) .  P o ten c ja ln y m  kon tek s tem  poprzedzającym  e ty k ie ty  w ierzchołkow ej 
a E D nazy w am y  p a rę  (6, ar), 6 6  A , i  6  T, jeśli is tn ie je  g ra f  I E  g =  
(V, E , E , T, 4>) n a leżący  d o  dow olnego ciągu regu larnego  w yw odu lew ostron­
nego w g ra m a ty c e  ® edNLC ta k i , że

a j) £  E ,

gdzie k  o raz  / s ą  in d ek sam i w ierzchołków  6* oraz a/ (odpow iedn io ).

D o m k n ię tą  g ra m a ty k ę  g rafow ą Z ,(l) nazyw am y gramatyką grafową klasy  
E T L (  1), je ś li d la  każdej p rodukcji

( l ) A  -> X x  X 2 . . .
n  r 2 . . .  rm
E \  E 2 . . .  E m
h  h  . . .  Im

zachodzi n a s tę p u ją cy  w arunek : je ś li ( ¿ i , y ) , . . . ,  (¿ ¿ ,y )  s ą  p o ten c ja ln y m i 
k o n te k s tam i p o p rzed za jący m i d la  A t to  is tn ie je  e lem en t tra n sfo rm a c ji o sa­
d zen ia  p ro d u k c ji ( /)  o  p o stac i:

C ( y t i n )  =  { ( X i , ¿ i , z i , m ) , . . . ,  (X i t bk , z kt in )} ,

gdzie  i 6  { 1 , . . . ,  m )  o raz  jeśli i  =  1, to  ¿/ =  y, / €  { 1 , . . . ,

D 4. W y b ra n e  p o jęc ia  teo rii języków  drzew ow ych i grafow ych 2 0 7



W Y K A Z  O Z N A C Z E Ń

A
A  : D  —► /  -  odw zorow anie  op isu jące  funkcjonow anie a lg o ry tm u  rozpo­

znającego

A  : D  —> I  -  odw zorow anie  p rzyp isu jące  ob iek tom  indeksy  klas

21 -  ogólne oznaczenie a u to m a tu

oc €■ N  -  p a ra m e tr  w m etodzie  a N N

B  : D  —► X  -  odw zorow anie  p rzyp isu jące  ob iek tom  w ektory  cech

f i  -  w spó łczynn ik  ró w n an ia  regresji

C  : X  —*■ R l  -  odw zorow anie  p rzyp isu jące  p u n k to m  p rzestrzen i cech w ar­
tości funkcji p rzynależności

D  -  zb ió r rozpoznaw anych  obiektów

D x C  D  -  p o d zb ió r zb io ru  D  odpow iadający  ¿-tej klasie

A ( z ;  ) -  p rzedzia ł d la  cechy Xj w m etodzie  L I

8nv ~ fu n k c ja  w yboru  (d e lta  K roneckera)

e 6  R+ -  m a ła  d o d a tn ia  s ta ła , p róg  zad z ia łan ia

F  -  fu n k c ja  decyzy jna  d z ia ła jąca  n a  zbiorze w artości funkcji
p rzynależności F  : R L —► I  U {¿°}

F k -  sk ró tow e oznaczenie  num eru  klasy, do której zaliczony zo­
s ta ł  k -ty  e lem en t ciągu uczącego

$  -  zb iór funkcji bazow ych $  =  . . . )

0  -  g ra m a ty k a  fo rm a ln a  0  =  (E /v , E r ,  ^ 3 ,5 )

G  — )  -  ją d ro  oszacow ania  P arzen a

H  -  m acierz tran sfo rm ac ji liniowej cech o w ym iarach  n x  n



/  -  zb ió r indeksów  /  =  { 1 , 2 , L ]

i Q -  rozpoznan ie  n eu tra ln e  (b rak  decyzji)

i  -  num ery  k las  (obrazów ) i  =  1 , 2 , . . . ,  L

j  -  nu m er składow ej w ek to ra  x  ; j  =  1 , 2 , . . . ,  n

K  C  D  x D  -  re lac ja  klasyfikacji w yodrębn ia jąca  w zbiorze D  ob razy  D*

K ( z > Ł i,k) -  fu n k c ja  p o te n c ja ln a

£  -  języ k  op isany  g ra m a ty k ą  0

L  6  £  -  liczba  klas

A„ 6  R  -  m nożnik  norm alizu jący , zw iązany za sk ładow ą x v w ek to ra
x

\  -  p u sty  n ap is  (w  g ram aty k ach  fo rm alnych)

M x -  o b ie k t m o d a ln y  i-tej k lasy M* =  ( m \ , m ? , . . . ,  m!J,)

N -  zb iór liczb n a tu ra ln y ch

n -  liczba  cech (w ym iar p rzestrzen i X )

N  =  # U  -  liczebność ciągu uczącego

N * =  #£/*  -  liczba  ob iek tów  ciągu uczącego, należących do  i-te j klasy

^  -  zbiór p rodukcji w g ram aty ce  fo rm alnej 0

Prawd(u>) -  p raw dopodob ieństw o  określonego zd arzen ia  w

p’ -  ap rio ryczne  p raw dopodob ieństw o  pojaw ienia się ob iek tu
należącego do  klasy  ip* =  P r a w d ( d  6  D x)

p ( i / z ) -  p raw dopodob ieństw o , że ob iek t op isany w ektorem  x  na­
leży do  k lasy  i

p ( x j i )  -  p raw dopodob ieństw o  w arunkow e w y stąp ien ia  w ek to ra  x
przy  założen iu , że ob iek t należy do klasy i

q^n ~ fun k c ja  s t r a t  zw iązanych z przyjęciem  decyzji rj w sy tu a ­
cji, gdy  rzeczyw ista  przynależność ob iek tu  je s t  \i

Q ' ( x )  -  oczek iw ana w artość  s tra ty  ponoszonej przy w skazaniu k la­
sy i d la  o b iek tu  x

Q { x )  -  ś re d n ia  oczekiw ana w artość s tra ty  ponoszonej przy k lasy­
fikacji o b iek tu  x

W ykaz oznaczeń  2 0 9



Q ( A , A )  -  o cen a  jakości a lg o ry tm u  rozpoznającego A  w zad an iu  roz­
p o zn aw an ia  określonym  przez A

R  -  zb ió r liczb rzeczyw istych

R+ -  zb ió r liczb n ieu jem nych

R+ -  zb ió r liczb d o d a tn ich

p -  m ia ra  od ległości w p rzestrzen i X  (p  : X  x X  —► R+ )

S  -  sym b o l s ta r to w y  w g ram a ty ce  0  ( S  G E/v)

E  -  a lfa b e t (w  g ram a ty k ach  form alnych)

E + -  zb ió r n iep u sty ch  ciągów  elem entów  a lfa b e tu  E

E* -  zb iór ciągów  elem entów  a lfab e tu  (E* =  E + U {A})

Ejv -  zb ió r sym boli n ie te rm in a ln y ch ,

E r  -  zb ió r sym boli te rm in a ln y ch  (E  =  E /v U E r  oraz E ^ f l E r  =

0)
t €  R  -  w y k ład n ik  w m etry ce  M inkow skiego

T -  m acierz  kow ariancji cech o w ym iarach  [n x n]

T* -  m acierz  kow ariancji d la  i-tej klasy

U  -  ciąg  uczący U =

U 1 =  {x ł,fc} -  p o d zb ió r c iągu  uczącego U  d la  i-tej k lasy ; zb iór tak ich  x k , 
d la  k tó ry ch  ik =  i

U Q -  p o d zb ió r najb liższych  obiek tów  ciągu uczącego w ykorzy­
s ty w an y  w m eto d z ie  a N N

U a,t -  p o d zb io ry  zb ioru  U a

VI -  w spó łczynn ik  w agowy

W 1 -  w zorzec i-te j k lasy

X  -  p rzestrzeń  cech

x  -  p u n k t  w p rzestrzen i X  odpow iadający  obiek tow i d  6  D
Ł  -  ( * i , * 2, •■■,*») B (d ) )

£ j ~ j - ta  sk ład o w a  w ek to ra  x k , gdzie k je s t num erem  ob iek tu
w edług  pew nej u sta lonej num eracji

S -  sym b o l końca ciągu

2 1 0  W ykaz oznaczeń
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O zn aczen ia  p o m o c n ic ze  (op eracje , operatory , sy m b o le  d z ia łań )

7} -  o zn aczen ia  posiłkow e (pom ocnicze) definiow ane do raźn ie
i funkc jonu jące  w yłączn ie  w ram ach  jed n eg o  wzoru

|/i | -  w arto ść  bezw zg lędna liczby /i

|/i | -  d ługość  w ek to ra  /i o b liczan a  ja k o

M  =
\  n u  = l

ent(fi) -  część całkowita liczby rzeczywistej /i

£{C } -  w arto ść  oczek iw ana  (ś red n ia ) e lem entów  zbioru  H ( (  6  E )

E  -  ogólny symbol pewnego zbioru

C -  konkretny elem ent pewnego zbioru (służy do objaśniania
notacji; w zastosowaniach zawsze jest zastępowany kon­
kretnym  oznaczeniem łacińskim, określającym ustalony 
zbiór)

{C ,. . . }  -  nawiasy obejm ujące elementy zbioru

# E  -  m oc (liczba elementów) zbioru E
0 -  symbol zbioru pustego

(C1»C2. • • •) ”  nawiasy wyznaczające zbiór uporządkowanych elementów

tl> -  ogólny symbol kwantyfikatora lub zespołu kwantyfikato-
rów

V -  kwantyfikator ogólny („dla  każdego . . . ” )

3 -  kwantyfikator szczegółowy („istnieje . . . ” )

u; -  ogólny symbol wyrażenia logicznego

A -  o p era to r  logiczny -  koniunkcja

V -  o p era to r  logiczny -  a lternatyw a

“> -  o p e ra to r  logiczny -  negacja

=> -  opera to r  logiczny -  implikacja

=  -  opera to r  logiczny -  identyczność



tp[u] -  stwierdzenie, że prawidłowość określona wyrażeniem lo­
gicznym uj zachodzi dla warunków określonych kwantyfi- 
katorem ^

6 -  ogólny symbol operatora

C* €  H -  symbol operacji 0 wykonywanej na wszystkich elementach
(  zbioru S

x -  operator iloczynu kartezjańskiego

£  -  operator sumowania algebraicznego

f j  “  operator iloczynu algebraicznego

U -  operator sumy zbiorów

D -  operator iloczynu zbiorów
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